
  
  

  
  

  
  

  
  

zc
y 

is 
sb

 

 
20

22
11

07
91

82
@m

ail
.bn

u.e
du

.cn

1

数 理 方 程
北京师范大学 郑才溢

< 一阶 PDE>

1 一阶非齐次 ODE
dy

dx
+ P (x)y = Q(x) 通解为 y(x) = e−

∫
P (x)dx

∫
e
∫
P (x)dxQ(x)dx (积分因子法)

2 一阶非齐次 PDE A∂u
∂x

+B ∂u
∂y

+ Cu = f(x, y)

(1) 将 (x, y)⇒ (ξ, η) 以降维

(A
∂ξ

∂x
+B

∂ξ

∂y
)︸ ︷︷ ︸
∂u

∂ζ
+ (A

∂η

∂x
+B

∂η

∂y
)
∂u

∂η
+ Cu = f(x, y)

A ∂ξ
∂x

+B ∂ξ
∂y

= 0

dy
dx

= − ξx
ξy

⇐⇒ dx

A
=
dy

B

其解为 φ(x, y) = r

取 ξ = φ(x, y) 即可

(2) 选取 η ，η 需满足：

1. 与 ξ 线性无关

2. 使 f(x, y) 变换为 f(ξ, η) 好表示

< 二阶 PDE 的通解 >

[二阶 PDE 标准型]

1 特征方程的引出

A
∂2u

∂x2
+ 2B

∂2u

∂x∂y
+ C

∂2u

∂y2
+D

∂u

∂x
+ E

∂u

∂y
+ Fu = G

a
∂2u

∂ξ2︸ ︷︷ ︸
a = 0

+b
∂2u

∂ξ∂η
+ c

∂2u

∂η2
+ d

∂u

∂ξ
+ e

∂u

∂η
+ Fu = G =⇒

=⇒特征方程A

(
dy

dx

)2

− 2B
dy

dx
+ C = 0

dy

dx
=
B +

√
B2 −AC
A

= ξ(x, y)

dy

dx
=
B +

√
B2 +AC

A
= η(x, y)

=⇒△ = 4(B2 −AC)

a = A

(
∂ξ

∂x

)2

+ 2B
∂ξ

∂x

∂ξ

∂y
+ C

(
∂ξ

∂y

)2

b = A
∂ξ

∂x

∂η

∂x
+B

(
∂ξ

∂x

∂η

∂y
+
∂ξ

∂y

∂η

∂x

)
+ C

∂ξ

∂y

∂η

∂y

c = A

(
∂η

∂x

)2

+ 2B
∂η

∂x

∂η

∂y
+ C

(
∂η

∂y

)2

d = A
∂2ξ

∂x2
+ 2B

∂2ξ

∂x∂y
+ C

∂2ξ

∂y2
+D

∂ξ

∂x
+ E

∂ξ

∂y

e = A
∂2η

∂x2
+ 2B

∂2η

∂x∂y
+ C

∂2η

∂y2
+D

∂η

∂x
+ E

∂η

∂y

2 标准型方程

• △ > 0 =⇒ a = c = 0
∂2u

∂ξ∂η
= − 1

2b

(
d
∂u

∂ξ
+ e

∂u

∂η
+ Fu−G

)
ξ=µ+v

========⇒
η=µ−v

∂2u

∂µ2
− ∂2u

∂v2
= · · ·

• △ = 0(B2 = AC) =⇒ a = b = 0

特征方程的解为重根 ξ(x, y) ，取与 ξ(x, y) 线性无关的 η(x, y)
∂2u

∂η2
= −1

c

(
d
∂u

∂ξ
+ e

∂u

∂η
+ Fu−G

)

• △ < 0 =⇒ a = c, b = 0

特征方程的解为 ψ(x, y) = ψ1(x, y) + iψ2(x, y)

取 ξ = ψ1(x, y), η = ψ2(x, y)

∂2u

∂ξ2
+
∂2u

∂η2
= −1

a

(
d
∂u

∂ξ
+ e

∂u

∂η
+ Fu−G

)

2

[泛定方程的通解]

1 常系数齐次

ODE: y(n) + an−1y
(n−1) + · · ·+ a0y = 0

特征方程：λn + an−1λ
n−1 + · · ·+ a0 = 0

若 λ 为 k 重根，则基为 eλx, xeλx, · · · , xk−1eλx

对实空间的方程，复根必以共轭 m± ni 的形式出现

此时对应的基 emxeinx 与 emxe−inx 可以写为：

emx(c1cosnx+ c2sinnx)
PDE: L(Dx, Dy)u = 0

(1): Dx, Dy 是齐 n 次式

Lu = [A0D
n
x +A1D

n−1
x Dy + · · ·+AnD

n
y ]u = 0

附加方程：A0α
n +A1α

n−1 + · · ·+An = 0

若 α 为 k 重根，则基为：

φ1(y + αx), xφ2(y + αx), · · ·xk−1φk(y + αx)

(2): L(Dx, Dy) =

n∏
i=1

(Dx − αiDy − βi)

若对应 k 重因子，则基为：

eβxφ1(y + αx) , · · · , xk−1eβxφk(y + αx)

2 欧拉型 xmynDm
x D

n
y

令 x = et, y = es ⇒ xDx = Dt =⇒ xmDm = Dt(Dt − 1) · · · (Dt −m+ 1)

3 常系数非齐次

常系数非齐次方程 Lu = f(x, y) 可以通过求非齐次特解与齐次通解实现：

 Lu1 = f(x, y) u1 为特解

Lu2 = 0 u2 为通解
⇒
u = u1+u2

为通解

其中 Lu2 = 0 为第一节中讨论过的二阶常系数齐次 PDE，因此只需找到非齐次方程的特解即可：

(1): 若 L(Dx, Dy) =

n∏
i=1

(Dx − αiDy − βi)

计算 n 个一阶非齐次 PDE 的特解即可（详见例 1）

(2): 若 f(x, y) = xmyn (多项式型)
将 L(Dx, Dy) 形式地展开即可 (详见例 2)

(3): 若 f(x, y) = f(ax+ by) ，且 L(Dx, Dy) 是齐 n 次式

则可找 g(ax+ by) s.t. g(n)(ax+ by) = f(ax+ by) ，特解 u(x, y) =
g(ax+ by)

L(a, b)

< 定解问题 >

1 通解与定解关系

泛定方程 utt − a2uxx = 0

(
−∞ < x <∞

−∞ < t <∞

)

通解为 u = f1(x+ at) + f2(x− at)

达朗贝尔解：

u(x, t) =
1

2
[ϕ(x+at)+ϕ(x−at)]+ 1

2a

∫ x+at

x−at

ψ(ξ)dξ

 utt − a2uxx = 0 −∞ < x <∞ t > 0

u
∣∣
t=0

= ϕ(x) ut
∣∣
t=0

= ψ(x)
(达朗贝尔解)


utt − a2uxx = f(x, y) 0 < x < l t > 0

u
∣∣
x=0

= h(t) u
∣∣
x=l

= g(t)

u
∣∣
t=0

= ϕ(x) ut
∣∣
t=0

= ψ(x)

(一维波动通式)

2 S-L 型本征值问题



Ly + λρ(x)y = 0 , L =
d

dx

[
k(x)

d

dx

]
− q(x) (a < x < b)

α1y(a)− β1y′(a) = 0 α2y(b)− β2y′(b) = 0 (齐次边界条件)

k(x) > 0, ρ(x) > 0, q(x) ≥ 0

α, β ≥ 0且不全为 0

• λ ≥ 0 ，对一、三类齐次边界条件有 λ > 0

• 每个 λn 有一个与之对应的特征函数 yn(x)

•
∫ b

a

yn(x)y
∗
m(x)ρ(x)dx = 0 (注意有权 ρ(x) )

• 对区间在 [a, b] 上的 f(x) ,f(x) =
∑
Cnyn(x)

Cn =
1

||yn||2

∫ b

a

ρ(x)y∗(x)f(x)dx
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3

3 一维方程通法

• 齐次化边界条件 u = v + P ，使 P 满足边界条件: P
∣∣
x=0

= h(t) P
∣∣
x=L

= g(t)

此时 v 为齐边界的：
vtt − a2vxx = f − (Ptt − a2Pxx)

v
∣∣
x=0

= 0 v
∣∣
x=l

= 0

v
∣∣
t=0

= ϕ− P
∣∣
t=0

vt
∣∣
t=0

= ψ − Pt

∣∣
t=0

表 1: 齐次化边界条件 (P 的选取)

u
∣∣
x=0

= h(t) u
∣∣
x=l

= g(t): P =
g(t)− h(t)

l
x+ h(t)

u
∣∣
x=0

= h(t) ux
∣∣
x=l

= g(t) P = g(t)x+ h(t)

ux
∣∣
x=0

= h(t) u
∣∣
x=l

= g(t) P = h(t)x+ g(t)− lh(t)

ux
∣∣
x=0

= h(t) ux
∣∣
x=l

= g(t) P =
g(t)− h(t)

2l
x2 + h(t)x

再令 v = w1 + w2 ，w1 ，w2 分别满足：
w1tt − a2w1xx = F (x, t) (F = f − (Ptt − a2Pxx))

w1

∣∣
x=0

= 0 w1

∣∣
x=l

= 0 (非齐次方程)

w1

∣∣
t=0

= 0 w1t

∣∣
t=0

= 0


w2tt − a2w2xx = 0

w2

∣∣
x=0

= 0 w2

∣∣
x=l

= 0 (齐次方程)

w2

∣∣
t=0

= ϕ− P
∣∣
t=0

w2t

∣∣
t=0

= ψ − Pt

∣∣
t=0

• 齐次化原理

若 ξ(x, t; τ) 满足


ξtt − a2ξxx = 0 t > τ

ξ
∣∣
x=0

= 0 ξ
∣∣
x=l

= 0

ξ
∣∣
t=0

= 0 ξt
∣∣
t=0

= F (x, τ)

t→ t− τ
===========⇒ w1 =

∫ t

0

ξ(x, t− τ ; τ)dτ

• 本征函数展开法

表 2: 本征方程 X ′′(x) + λX(x) = 0 的本征函数集

u
∣∣
x=0

= 0 u
∣∣
x=l

= 0 λn =
(nπ
l

)2
Xn(x) = Bn sin nπ

l
x, n = 1, 2, 3, · · ·

ux
∣∣
x=0

= 0 ux
∣∣
x=l

= 0 λn =
(nπ
l

)2
Xn(x) = An cos nπ

l
x, n = 0, 1, 2, · · ·

u
∣∣
x=0

= 0 ux
∣∣
x=l

= 0 λn =

[
(2n+ 1)π

2l

]2
Xn(x) = Bn sin (2n+ 1)π

2l
x, n = 0, 1, 2, · · ·

ux
∣∣
x=0

= 0 u
∣∣
x=l

= 0 λn =

[
(2n+ 1)π

2l

]2
Xn(x) = An cos (2n+ 1)π

2l
x, n = 0, 1, 2, · · ·

< 正交曲面坐标系 >

1 Laplace 算符

∆ =
1

H

3∑
i=1

∂

∂qi

(
H

H2
i

∂

∂q1

)

Hi =

√(
∂x

∂qi

)2

+

(
∂y

∂qi

)2

+

(
∂z

∂qi

)2

H = H1H2H3(拉梅系数)

柱坐标 (r, φ, z ):

∆ =
1

r

∂

∂r

(
r
∂

∂r

)
+

1

r2
∂2

∂φ2
+
∂2

∂z2

极坐标 (r, φ ):

∆ =
1

r

∂

∂r

(
r
∂

∂r

)
+

1

r2
∂2

∂φ2

图 1: From 伟大的陈黎教授

球坐标 (r, θ, φ )

∆ =
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂

∂r

)
+

1

r2 sin θ
∂

∂θ

(
sin θ ∂

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2

∂φ2

4

2 二维稳态 Laplace 问题 (圆形区域)
∆u = 0 0 < r < a

u
∣∣
φ=0

= u
∣∣
φ=2π

uφ
∣∣
φ=0

= uφ
∣∣
φ=2π

u = C0 +D0 ln r +
∞∑

m=1

(
Cm1r

m +Dm1r
−m
)

sinmφ

+

∞∑
m=1

(Cm2r
m +Dm2r

−m) cosmφ

3 Helmholtz 方程 ∆u+ κu = 0

• 柱坐标


r2R′′ + rR′ + (η2r2 − µ)R = 0

Θ′′ + µΘ = 0 (η2 = κ− λ)

Z ′′ + λZ = 0

x = ηr
y=R

======⇒
µ = η2

x2y′′ + xy′+(x2 − n2)y = 0

n 阶 Bessel 方程

• 球坐标



1

r2
d

dr

(
r2
dR

dr

)
+

(
κ− λ

r2

)
R = 0

Φ′′ + µΦ = 0

1

sin θ
d

dθ

(
sin θdΘ

dθ

)
+
(
λ− µ

sin θ

)
Θ = 0

x=cos θ
========⇒

y = Θ

d

dx

[
(1− x2)dy

dx

]
+
(
λ− µ

1− x2
)
y = 0

连带 Legendre 方程

4 Legendre 方程

• Legendre 方程

方程关于 z 轴对称时，µ = 0 ，连带 Legendre 方程简化为 Legendre 方程 Ly + λy = 0,L =
d

dx

[
(1− x2) d

dx

]
• x = 0 邻域内的解 y(x) = C0y0(x) + C1y1(x)

y0(x) =1− l(l + 1)

2!
x2 +

(l − 2)l(l + 1)(l + 3)

4!
x4

− (l − 4)(l − 2)l(l + 1)(l + 3)(l + 5)

6!
x6

y1(x) = x− (l − 1)(l + 2)

3!
x3 +

(l − 3)(l − 1)(l + 2)(l + 4)

5!
x5

− (l − 5)(l − 3)(l − 1)(l + 2)(l + 4)(l + 6)

7!
x7

取 l = 0, 1, 2, · · · 截断 Legendre 函数，使其在 x = ±1 上有界 (对应 θ = nπ ) 被截断的部分称为 Legendre 多项式

Pl(x) =
1

2l

[ l2 ]∑
m=0

(−1)m (2l − 2m)!

m!(l −m)!(l − 2m)!
xl−2m

• x = 1 邻域内的解 y(x) = C1Pν(x) + C2Qν(x)

w′′ + p(z)w′ + q(z) = 0 ，z0为其正则奇点
指标方程
=====⇒

ρ(ρ− 1) + p−1ρ+ q−2 = 0 解为 ρ1, ρ2

p−1 = lim
z→z0

(z − z0)p(z) q−2 = lim
z→z0

(z − z0)2q(z)
方程在 0 < |z − z0| < R 有两个正则解

 w1(z) = (z − z0)ρ1
∑∞

k=0 ck(z − z0)k

w2(z) = gw1(z) ln(z − z0) + (z − z0)ρ2
∑∞

k=0 dk(z − z0)k

• ρ1 − ρ2 ̸= 整数时,w2 不含对数项

• ρ1 = ρ2 时，w2 一定有对数项

• w2 中 g 与 dk 的系数要重代回方程中确定

Pν(x) =

∞∑
n=0

Γ(ν + n+ 1)

(n!)2Γ(ν − n+ 1)

(
x− 1

2

)n

Qν(x) =
1

2
Pν(x) ln x+ 1

x− 1
−

[n+1
2 ]∑

n=1

2ν − 4n+ 3

(2n− 1)(ν − n+ 1)
Pν−2n+1(x)

Qν(x) 在 x = ±1 总发散，取 C2 = 0 ，并取 ν = l = 0, 1, 2 · · · 使 Pν(x) 在 x = ±1 收敛，Pl(x) 为 Legendre 多项式：

Pl(x) =

l∑
n=0

1

(n!)2
(l + 1)!

(l − 1)!

(
x− 1

2

)n

• 轴对称 Laplace 方程 d
dr

(
r2 dR

dr

)
− l(l + 1)R = 0

Ly + l(l + 1)y = 0 (y = Θ)

u = R(r)Θ(θ)
================⇒ u =

∞∑
l=0

(
Alr

l +Blr
−(l+1)

)
Pl(cos θ)
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5 Legendre 多项式

• 微分表述 Pl(x) =
1

2ll!

dl

dxl
(x2 − 1)l (Rodrigues 公式) • 生成函数 1√

1− 2rx+ r2
=

∞∑
l=0

Pl(x)r
l

•递推公式

n = 1, 2, 3, · · ·

§ (n+ 1)Pn+1(x) = (2n+ 1)xPn(x)− nPn−1(x)

§ Pn(x) = P ′
n+1(x)− 2xP ′

n(x) + P ′
n−1(x)

§ nPn(x) = xP ′
n(x)− P ′

n−1(x)

§ (2n+ 1)Pn(x) = P ′
n+1(x)− P ′

n−1(x)

§ (2n+ 1)xPn(x) = nP ′
n+1(x) + (n+ 1)P ′

n−1(x)

n = 0, 1, 2, · · ·

§ (n+ 1)Pn(x) = P ′
n+1(x)− xP ′

n(x)

• 正交完备性
∣∣∣∣∣∣Pl(x)

∣∣∣∣∣∣2 = 2

2l + 1

f(x)=
∑∞

l=0 ClPl(x)
============⇒ Cl =

1∣∣∣∣∣∣Pl(x)
∣∣∣∣∣∣2
∫ 1

−1

f(x)Pl(x)dx

• 特殊性质

§ f(x) 为 k 次多项式，k < l 则
∫ 1

−1
f(x)Pl(x)dx = 0 (利用 Rodrigues 公式分部积分)

§
∫ 1

x

Pl(x)Pk(x)dx = (1− x2)P
′
k(x)Pl(x)− P ′

l (x)Pk(x)

k(k + 1)− l(l + 1)
(重要积分)

6 连带 Legendre 方程

• 与 Legendre 方程的关联
d

dx

[
(1− x2)dy

dx

]
+

(
λ− m2

1− x2

)
y = 0

y(x) = (1− x2)m/2ξ(x)
====================⇒ (1− x2)ξ′′ − (2m+ 1)xξ′ + (λ−m(m+ 1))ξ = 0

ξ(x) = u(m)(x)
===============⇒ d

dx

[
(1− x2) d

dx

]
+ λu = 0 (Legendre 方程)

=⇒ y(x) = c1(1− x2)m/2P
(m)
l (x) 显然有 m ≤ l

取c1=(−)m

=========⇒ y(x) = (−)m(1− x2)m/2P
(m)
l (x)

记作
======⇒ Pm

l (x) 警告：P
(m)
l (cos θ) 是对 cos θ 整体求导

• 连带勒让德函数的性质

正交性：同阶不同次正交
∫ 1

−1

Pm
l (x)Pm

k (x)dx = 0 (k ̸= l)
∣∣∣∣∣∣Pm

l (x)
∣∣∣∣∣∣2 = (l +m)!

(l −m)!

2

2l + 1

7 三维稳态 Laplace 问题（球坐标）∆u = 0

• 球谐函数
{
Y

(1)
lm (θ, φ), Y

(2)
lm (θ, φ)

}
构成二维完备函数

r2R′′ + 2rR′ − λR = 0 (Euler 方程)

Φ′′ + µΦ = 0 (周期条件的 S-L 问题)

1

sin θ
d

dθ

(
sin θdΘ

dθ

)
+
(
λ− µ

sin θ

)
Θ = 0

其中，关于 Φ,Θ 构成本征值问题

本征值：λ = l(l + 1)

µ = m2 共 2l + 1 个本征函数

本征函数：

Y
(1)
lm (θ, φ) = Pm

l (cos θ) cosmφ m = 0, 1, 2, · · · , l
Y

(2)
lm (θ, φ) = Pm

l (cos θ) sinmφ m = 1, 2, · · · , l

 Φ′′ + µΦ = 0

周期边界条件

本征值： µ = m2 m = 0, 1, 2, · · ·
本征函数：Φ1 = cosmφ Φ2 = sinmφ

1

sin θ
d

dθ

(
sin θdΘ

dθ

)
+
(
λ− µ

sin θ

)
Θ = 0

Θ(0),Θ(π)有界

本征值：λl = l(l + 1) l = m,m+ 1,m+ 2, · · ·
本征函数：Pm

l = (−)m sin θP (m)
l (cos θ) r2R′′ + 2rR′ − λR = 0

R
∣∣
r→0

或R
∣∣
r→∞有界

本征值： λ = l(l + 1) l = 0, 1, 2, · · ·
本征函数：R1 = rl R2 = r−(l+1)

• 球谐函数性质
正交性：l 或 m 不同的球谐函数在整个 4π立体角上正交

∣∣∣∣∣∣Y (1)
l0

∣∣∣∣∣∣2 = 4π

2l + 1

∣∣∣∣∣∣Y (2)
l0

∣∣∣∣∣∣2 = 0
∣∣∣∣∣∣Y (i)

lm

∣∣∣∣∣∣2 = (l +m)!

(l −m)!

2π

2l + 1
• 三维稳态 Laplace 问题的通解

u(r, θ, φ) =

∞∑
l=0

l∑
m=0

(Clmr
l +Dlmr

−(l+1))
(
AlmY

(1)
lm (x) +BlmY

(2)
lm (x)

)

6

8 补充：超几何方程

• 超几何方程
z(1− z)w′′(z) + [γ − (α+ β + 1)z]w′(z)− αβw(z) = 0

级数解：


w1(z) =

∞∑
n=0

(α)n(β)n
n!(γ)n

zn ≡ F (α, β, γ; z), |z| < 1

w2(z) = F (α− γ + 1, β − γ + 1, 2− γ; z)

ξ=βz
====⇒
β→∞

• 合流超几何方程
zw′′(z) + (γ − z)w′(z)− αz = 0

级数解：


w1(z) =

∞∑
n=0

(α)n
n!(γ)n

zn = F (α, γ; z)

w2(z) = z1−γF (α− γ + 1, 2− γ; z)

< 特殊函数 >

Γ 函数

1 定义: Γ(z) =

∫ ∞

0

e−ttz−1dt

2 Γ 函数的性质

1. Γ(1) = 1

2. Γ(z + 1) = Γ(z)

3. Γ(z)Γ(1− z) = π

sinπz

4. Γ(2z) =
22z−1

√
π

Γ(z)Γ(
1

2
+ z)

5. Γ(z) ∼ zz− 1
2 e−z
√
2π

(物理中常用 lnn! ∼ n lnn− n )

6. z = 0,−1, · · · 为 Γ 函数一阶奇点

Res
z=−k

Γ(z) = (−)k 1

k!

Ψ 函数

1 定义： Ψ(z) =
d ln z

dz
=

Γ′(z)

Γ(z)

2 Ψ 函数的性质

1. Ψ(z + 1) = Ψ(z) +
1

z

2. Ψ(z) = Ψ(1− z) + π cotπz

3. Ψ(z)−Ψ(−z) = −1

z
− π cotπz

4. Ψ(2z) =
1

2
Ψ(z) +

1

2
Ψ(z +

1

2
) + ln 2

5. z = 0,−1, · · · 为 Ψ 函数一阶奇点

Res
z=−k

Ψ(z) = −1

B 函数
1 定义：

B(p, q) =

∫ 1

0

tp−1(1− t)q−1dt

2 B 函数的性质

1. B(p, q) =
Γ(p)Γ(q)

Γ(p+ q)

2. 利用 B 函数易证 Γ 函数

性质 3、4（见附录）

< 本征值大杂烩 > Lu+ λu = 0

1 L =
d2

dx2
(齐次边界条件): 见表 2

2 L =
d2

dx2
(周期边界条件)

本征值： λ = m2 m = 0, 1, 2, · · ·
本征函数：X1(x) = sinmx X2(x) = cosmx

=====⇒ 除 m = 0 外，每个本征值对应两个本征函数

3 L =
d

dx

[
(1− x2)

d

dx

]
本征值： λ = l(l + 1)

本征函数 X(x) = Pl(x)

4 L =
d

dx

[
(1− x2)

d

dx

]
−
(

m2

1− x2

)
本征值： λ = l(l+1) l = m,m+1,m+2, · · ·
本征函数 X(x) = Pm

l (x)

常见 Legendre 与连带 Legendre 多项式：

P0(x) = 1

P1(x) = x

P2(x) =
1

2
(3x2 − 1)

P3(x) =
1

2
(5x2 − 3x)

P4(x) =
1

8
(35x4 − 30x2 + 3)

P5(x) =
1

8
(63x5 − 70x3 + 15x)

P 0
0 (θ) = 1

P 0
1 (θ) = cos θ

P 1
1 (θ) = − sin θ

P 0
2 (θ) =

1

4
(1 + cos 2θ)

P 1
2 (θ) = −

3

2
sin 2θ

P 2
2 (θ) =

3

2
(1− cos 2θ)
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< 附录 >

1 积分因子法

一阶线性 ODE 标准型：
dy

dx
+ P (x)y = Q(x)

两边同乘积分因子 V (x) 将左式构造为
d

dx
[V (x) · y(x)]

V (x)
dy

dx
+ V (x)P (x)y = Q(x)V (x) (1)

d

dx
[V (x) ·Q(x)] =

dV (x)

dx
y(x) + V (x)

dy(x)

dx
(比对目标形式) (2)

=⇒ dV (x)

dx
= V (x)P (x) 既 V (x) = e

∫
P (x)dx (3)

因此确实存在积分因子 V (x) = e
∫
P (x)dx 使得标准型两边同乘 V (x) 后，左式变为

d

dx
[V (x) · y(x)]

d

dx
[V (x) · y(x)] =Q(x)V (x) (4)

V (x)y(x) =

∫
V (x)Q(x)dx (5)

y(x) =e−
∫
P (x)dx

∫
e
∫
P (x)dxQ(x)dx (6)

2 分离变量法与本征函数展开法辨析

以顾樵先生课本上例题 (P225) 为例:
ut − a2uxx = 0 (0 < x < L, t > 0)

u
∣∣
t=0

= cos 3π
2L

x

ux

∣∣
x=0

= 0 , u
∣∣
x=L

= 0

(7)

• 分离变量法
x 是齐边界的，考虑用分离变量法构建关于 x 的本征值问题, 设 u(x, t) = X(x)T (t) 带入泛定方程中有

X(x)T ′(t)− a2X ′′(x)T (t) = 0 (8)

=⇒ T ′(t)

T (t)
− a2

X ′′(x)

X(x)
= 0 (9)

=⇒ T ′(t)

a2T (t)
=

X ′′(x)

X(x)
= −λ (10)

此处移动 a2 与设置成 −λ 均是为了构成 x 的本征值问题: X ′′(x) + λX(x) = 0

X ′(x) = 0 , X(L) = 0
(11)

这是一个由简单的二阶齐次 ODE 构成的本征值问题，其特征方程为 r2 + λ = 0 , △ = −4λ

8

1. λ > 0 (△ < 0) : 泛定方程通解为 X(x) = A cos
√
λx+B sin

√
λx

带入边界条件解得 X(x) = A cos (2n+ 1)π

2L
x ，对应本征值为 λ =

[
(2n+ 1)π

2L

]2
2. λ = 0 (△ = 0) : 泛定方程通解为 X(x) = Ax , 带入边界条件解得 A = 0 对应平凡解，舍

3. λ < 0 (△ > 0) : 泛定方程通解为 X(x) = Ae
√
−λx +Be−

√
−λx

带入边界条件解得 A = B = 0 ，仅有平凡解，舍

综上所述，对应每一个 λ =

[
(2n+ 1)π

2L

]2
(n = 0, 1, 2, · · · )，有一个本征函数 X(x) = A cos (2n+ 1)π

2L
x

这些本征函数对应一个本征函数集
{

cos (2n+ 1)π

2L
x

}
, 确定了这个定解问题的解

X(x) =
∞∑
n=0

An cos (2n+ 1)π

2L
x (12)

本征值问题
本征值问题就是在通解对应的整个函数空间中，寻找满足边界条件的解

泛定方程的通解对应一个函数空间，所有满足泛定方程的解都在这个空间内。但这些解并不都满足边界

条件，因此还需进一步筛选出满足边界条件的解，也可以理解成剔除不满足边界条件的解。

”寻找”或者“剔除”，其实还隐含本征值问题的另两个特点：1: λ 是一个参数而非给定的值 2: 本征值
问题是线性的，正因此，解的形式才是由本征函数集叠加而成的。

接着我们来解另一个常微分方程 T ′(t) + λa2T (t) = 0 ，其通解为 T (t) = e−λa2t

注意此处的 λ =

[
(2n+ 1)π

2L
x

]2
n = 0, 1, 2, · · · ，因为要满足上述本征值问题。综上，方程的解为：

u(x, t) =
∞∑
n=0

An cos
(
(2n+ 1)π

2L
x

)
e−λa2t (13)

比对初始条件

u(x, 0) = cos 3π
2L

x (14)

u(x, 0) =
∞∑
n=0

An cos (2n+ 1)π

2L
x (15)

cos 3π
2L

x 恰为函数空间的一个“基”，因此有 A1 = 0 , An ̸=1 = 0

注意：此处可以直接比对源于其各基线性无关（更进一步说，S-L 型方程的本征函数集在一维函数上是完

备的），不要误以为只有正交的基才能这么进行比对。综上：

u(x, t) = cos 3π
2L

xe−(
3πa
2L )

2
t (16)

• 本征函数展开法
由方程的形式写出一组本征函数集

{
cos (2n+ 1)π

2L
x
}

，设形式解为：

u(x, t) =
∞∑
n=0

Tn(t) cos (2n+ 1)π

2L
x (17)

ut(x, t) =
∞∑
n=0

T ′
n(t) cos (2n+ 1)π

2L
x (18)

uxx(x, t) =
∞∑
n=0

−
(
2n+ 1

2n

)2

Tn(t) cos (2n+ 1)π

2L
x (19)
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带入泛定方程中有

∞∑
n=0

T ′
n(t) cos (2n+ 1)π

2L
x+ a2

∞∑
n=0

(
2n+ 1

2n

)2

Tn(t) cos (2n+ 1)π

2L
x = 0 (20)

=⇒


∞∑
n=0

(
T ′
n(t) +

(
(2n+ 1)aπ

2L

)2

Tn(t)

)
cos (2n+ 1)π

2L
x = 0

∞∑
n=0

Tn(0) cos (2n+ 1)π

2L
x = cos 3π

2
x

(21)

整理得到关于 Tn(t) 的常微分问题初值问题:T ′
1(t) +

(
3aπ

2L

)2

T1(t)

T1(0) = 1

T ′
n(t) +

(
(2n+ 1)aπ

2L

)2

Tn(t)

Tn(0) = 0 (n ̸= 1)

(22)

左方程组的解为 T1(t) = e−
3aπ
2L

t ，右方程组的解为 Tn(t) = 0 (n ̸= 1) ，因此定解问题的解为：

u(x, t) = cos 3π
2L

xe−(
3πa
2L )

2
t (23)

本征函数展开法
本征函数展开法是建立在分离变量法的结论之上，借助分离变量的思路，更广泛更一般的方法。在面对

一些非齐次 PDE 时效果更好。

本征函数展开法的思路是寻找一组完备的本征函数集
{
X(x)

}
，将非齐次项，初始条件等展开为本征函

数的形式 u(x, t) =
∑

Tn(t)Xn(x) f(x, t) =
∑

fn(t)Xn(x) ，通过比对系数获得关于 Tn(t) 的常微分

方程的初值问题。对复杂问题一般会采用拉普拉斯变换法。（注意：非齐次方程是无法分离变量的）

如果将原定解问题改为非齐次定解问题，引入 f(x, t) = A sinωt cos 3π
2L

x :
ut − a2uxx = A sinωt cos 3π

2L
x (0 < x < L, t > 0)

u
∣∣
t=0

= cos 3π
2L

x

ux

∣∣
x=0

= 0 , u
∣∣
x=L

= 0

(24)

将 u(x, t) =
∞∑
n=0

gn(t) cos (2n+ 1)π

2L
x f(x, t) =

∞∑
n=0

fn(t) cos (2n+ 1)π

2L
x 带入方程中有：


∞∑
n=0

(
g′n(t) +

[
(2n+ 1)πa

2L

]2
gn(t)

)
cos (2n+ 1)π

2L
x =

∞∑
n=0

fn(t) cos (2n+ 1)π

2L
x

∞∑
n=0

gn(0) cos (2n+ 1)π

2L
x = cos 3π

2L
x

(25)

整理得到关于 gn(t) 的常微分方程初值问题：g′1(t) +

(
3aπ

2L

)2

g1(t) = A sinωt

g1(0) = 1

g′n(t) +

(
(2n+ 1)aπ

2L

)2

gn(t) = 0

gn(0) = 0 (n ̸= 1)

(26)

10

右方程组的解为 gn(t) = 0 (n ̸= 1) , 接下来利用拉普拉斯变换法求解左方程组，取拉普拉斯变换，注意

到
dg(t)

dt
←→ pG(p)− g(0) , L{e−αt} = 1

p+ α
, L{sinωt} = ω

p2 + ω2

pG(p)− 1 +

(
3aπ

2L

)2

G(p) =
Aω

p2 + ω2
(27)

G(p) =

(
1

p+
(
3aπ
2L

)2
)

+

(
Aω

p2+ω2

p+
(
3aπ
2L

)2
)

(28)

其中

L−1

{
1

p+
(
3aπ
2L

)2
}

= e(−
3aπ
2L )

2
t (29)

L−1

{
Aω

p2+ω2

p+
(
3aπ
2L

)2
}

= A sinωt ∗ e(−
3aπ
2L )

2
t (30)

因此

g1(t) = e(−
3aπ
2L )

2
t + A sinωt ∗ e(−

3aπ
2L )

2
t (31)

= e(−
3aπ
2L )

2
t

(
1 +

∫ t

0

A sinωte(
3aπ
2L )

2
tdt

)
(32)

= e(−
3aπ
2L )

2
t

{
1 +

A

(1 + ω)
(
3aπ
2L

) [e( 3aπ
2L )

2
t

(
sinωt− ω(

3aπ
2L

)2
t

cosωt
)

+
ω(

3aπ
2L

)2
t

]}
(33)

综上：

u(x, t) = e(−
3aπ
2L )

2
t

{
1 +

A

(1 + ω)
(
3aπ
2L

) [e( 3aπ
2L )

2
t

(
sinωt− ω(

3aπ
2L

)2 cosωt
)

+
ω(

3aπ
2L

)2
]}

cos 3aπ
2L

x (34)

3 齐次化原理


utt − a2uxx = A cos πx

l
sinωt

ux

∣∣
x=0

= 0 ux

∣∣
x=l

= 0

u
∣∣
t=0

= 0 ut

∣∣
t=0

= 0

(35)

先解：


utt − a2uxx = 0

ux

∣∣
x=0

= 0 ux

∣∣
x=l

= 0

u
∣∣
t=0

= 0 ut

∣∣
t=0

= A cos πx
l

sinωτ

本征函数展开法
=========⇒

本征函数集
{

cos nπ
l
x
}

λ =
(nπ

l
x
)2

n = 0, 1, 2, · · ·

u(x, t) =
∞∑
n=0

Tn(t) cos nπ
l
x , T ′

1(0) = A sinωτ

∞∑
n=0

(
T ′′
n (t) +

(nπa
l

)2
Tn(t)

)
cos nπ

l
x = 0

 T ′′
1 (t) +

(πa
l

)2
T1(t) = 0

T1(0) = 0 T ′
1(0) = A sinωτ

带入初值条件
=======⇒

T1(t) =
lA

πa
sinωτ sin πa

l
t

Tn(t) = 0 (n ̸= 1)

=⇒ u(x, t; τ) = lA
πa

sinωτ sin πa
l
t cos nπ

l
x

u∗(x, t) =

∫ t

0

lA

πa
sinωτ sin πa

l
(t− τ) cos nπ

l
xdτ

=
lA

πa

[(
−πa

l

ω2 −
(
πa
l

)2
)

sinωt+

(
ω

ω2 −
(
πa
l

)2
)

sin πa

l
t

]
cos nπ

l
x




