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前言

25 年前我写作了本书的第 1 版《热力学》。这本书现已成为物理学

研究中引用最多的热力学参考文献，书所中引入的热力学公设体系如今

也已被广泛接纳，对此我深感荣幸。而出于以下考虑，我决定推出新版，

拓展书的内容。

一、20 世纪六七十年代，热力学，主要是临界相变领域，取得了重

大进展。尽管这些前沿进展远远超出了本书的范围，但我仍尽力描述这

一问题的本质，并向读者介绍用以描述二级相变时热力学函数非解析行

为的临界指数和尺度函数. 这种讲法生动简洁，替代了二阶相变的相对

复杂的理论，而这是认多学生看来第一版中最为困难的章节。

二、从教学的角度改进了本书，使得它能用于物理学、工程学、化

学专业的，从大三到研一的课程，学生们教师们的大量有益建议帮助我

进行了这一改进。第二版简化了许多解释，并添加了大量有详细解答的

例题。课后习题的数量也增加了，其中大多数习题给出了部分乃至完整

的解答。

三、增加了对统计力学原理的介绍。这一部分保持了第一版的风格，

强调统计力学的潜在简洁性与逻辑主线，而不强调统计力学的众多应用。

基于这一点，为了让优秀的本科生就可以读懂这一内容，本书没有明确

涉及量子力学中的非对易问题。阅读这一内容只需了解：量子力学可以

预测有限系统的分立能级，而极为优秀的学生不难从中得出非对易情形

的理论。

四、我一直对热力学基础中潜在的一些概念性问题感到疑惑，所以

我试图诠释出热力学的“意义”。教材正文的最后一章是诠释热力学的意

义结束语，其主旨是：统计力学根植于基本物理定律的对称性，而非根
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植于物理定律的定量描述。这里的讨论是定性的、描述性的，可以培养

学生的直觉，并让他们认识到，自然科学是一个统一的体系，热力学在

其中扮演了本质而基础的角色。

第二版同时包含了热力学与统计力学，但并没有完全分割二者，也

没有追随现在书名为“热物理学”的主流将二者融为一体。我认为这两

种极端的讲法都跑偏了。将热力学从它的统计力学基础中完全分离，就

剥夺了热力学的基本物理起源；而没有对统计力学的理解，科学就停留

在了以宏观经验为基础的 19 世纪，割裂了当代的发展以及科学的综合

性。相反，将热力学与统计力学合为一体“热物理学”时，会诱使师生

们过度关注基本而深邃的统计力学，使得“热物理学”课程几乎忽视了

宏观运行原理，热力学常常被“吃掉了”。1此外，热力学与统计力学的

融合，违背了“物理理论的经济学原理”：应该从尽可能一般、尽可能简

单的假设中导出预测结果。完全可以避开统计力学的特有模型，使用宏

观热力学的一般方法就足够了。在这种思维下，就不会认为热力学只不

过是统计力学的附属学科。

为了平衡热力学与统计力学的两大部分，本书的组织方式是：(1)引

入宏观层面的热力学，(2)系统阐述热力学，使热力学的宏观假设成为精

确而清晰的统计力学理论，(3) 反复从侧面解释热力学与统计力学的关

系。不过，教师可以选择把统计力学的章节按下文所描述的顺序，交叉

进热力学的章节中。但即便如此，也应当首先建立热力学的基本宏观结

构，然后引入统计力学的推导。而按照章节顺序分开讲授时，可以保留

并强调科学的层次结构，同时将物理学组织成连贯的若干单元，各单元

间的关系清晰而简单。与此相似的是经典力学，只有将经典力学看成是

量子力学的极限情形之后，经典力学才能作为自洽的理论体系，更好地

理解经典力学。

下文列出的“选单”是两种主要的课程讲授选项。一种选项是按顺

序讲授（只讲 A 列，讲完再讲 B 列的部分或全部章节），另一种选项是

自上而下“综合两列一起讲授”。第15章简短而初等地介绍了熵的统计解

释，它可以在讲完第1章或第4章或第7章之后立即讲授。

第一条虚线下方所列出的章节可灵活处理，可以不按顺序讲授或只

讲授部分章节。为了平衡课程中的具体与抽象成分，教师可以随时插入

第13章（材料的性质）的部分内容，或者第21章（结束语：对称性与热

力学概念基础）。

面向大三学生的课时最少的课程要包括本书的前七章，时间充裕的

话也可加入第15、16两章。

1美国物理学会委员会 (The American Physical Society Committee)在 Applications
of Physics [Bulletin of the APS, Vol 22 #10, 1233 (1971)] 工业研究领导人中的调查显
示在所有本科物理系科目中热力学比起其他课程需要加深学习，然而热力学的重视程度
近来不断降低。
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Herbert B. Callen

于宾州费城

第四次印刷前言

本书的第二版第四次印刷，承蒙出版商厚意，我有机会更正许多印

刷错误以及若干“小错”。我深切认识到，任何数值错误和文字错误对读

者而言都不是“小错”。因此我既要深深感谢大量的读者向我指出错误，

也要深深感谢宽容大度的出版商允许在本次印刷中更正错误。

Herbert B. Callen

1987 年 11 月
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引言

热力学本质与统计力学基础

无论是物理学家、化学家、生物学家或是工程师，我们总是主要与

自然界中宏观物质的性质打交道。宏观性质具有一般规律，而且具有严

格的限制。表面上无关的各种性质实际有着微妙的联系。

这一潜在规律有着深远的含义。非常熟悉西方这一套理论的物理学

家与化学家在处理新材料时不至于一无所知。工程师们能在材料还只是

想象中（没有实际做出来）的时候就根据所需的性质预判出器件的性能

极限。这种潜在规律的具体形式则正是追寻基本物理理论的线索。

一些热力学的基本概念则是非常直观的。例如在比较光滑的金属碗

的边缘释放一个金属块，它在碗里来回滚动，每一次来回的动能与势能

之和近似守恒。不过金属块总会在碗底停下，机械能似乎消失了，但块

和碗有某种可观测的变化，它们“变热”了（尽管很轻微但能感觉到）。

就算在学习热力学之前，我们都可以定性地认为机械能仅仅是转化成了

另一种形式（而非消失），从而使得基本定律——能量守恒成立。并且还

知道生理感觉的“热”与热力学概念“温度”有关。

上述实验观测模棱两可且未经定义，然而这仍揭示了热力学与经典

物理其他分支明显的不同。力学与电磁学是经典物理的两大“元典”理

论。前者描述力作用于质点的动力学，后者描述力的媒介——场的的动

力学。它们各自有相应的基本“定律”——力学的 Newton 定律（或者

Lagrange 或 Hamilton 体系），电磁学的 Maxwell 方程组。这两门学科

余下的内容无非是解释这些基本定律的作用。

热力学相当不一样。它没有特定的适用范围，也不引入像 Newton

定律或Maxwell方程组那样的基本定律。与力学和电磁学的专一性相比，
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热力学的特点是普遍性 (generality)。普遍性首先是指热力学可以应用于

所用宏观聚合物，第二层含义是热力学不预言可观测量的特定的数值结

果，而是对允许进行的物理过程做出限制（通过不等式），这样在表面上

无关的宏观性质之间建立联系。

热力学与其他学科对比产生的基本问题只在最后一章讨论。在那里

我们会看到热力学并非以自然界新的或特定的定律为基础，而是反映所

有基本定律的共有或普遍的特征。简言之，热力学是从物理学基本定律

的对称性出发的，研究物质性质的限制条件的科学。

基本定律的对称性与物质宏观性质之间的联系不那么明显，并且本

书不试图从前者推导出后者，而是采用本书第一版基于公设的热力学形

式体系，在第 21章才阐述性地讨论对称性根源。但是即使是热力学这一

基础的初步断言也可以帮助读者了解热力学理论的有点不常见的形式。

热力学从对称性的本质的角度，热力学同样有它的普遍性，和非度量性

质 (nonmetric nature)。
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1 为了与符合中文习惯，“atom-
istic coordinates’’ 译作“原子
坐标”，“macroscopic coordi-
nates”, “thermodynamic coor-
dinates’’ 译作“宏观量”、“热
力学量”。“coordinates’’ 根据不
同习惯译成“坐标”或“（物理）

量”。

1. 热力学基本问题与假设

1.1 宏观测量的时间性质

宏观物质最显著的特征或许是难以置信的简单性——用很少的量即

可表征。例如我们去药房买“一升乙醇”，这一信息量少的可怜的描述实

际是足够的。但是从原子层面看，“一升乙醇”所指定的条件实在少得可

怜，这个系统完整的数学描述包括指定所有乙醇分子的坐标、动量，以及

描述每个分子内部状态的量——起码有 1023 量级那么多物理量才能完

整描述“一升乙醇”！如果一台电脑每 1微秒在屏幕上打印一个坐标，那

么 100 亿年（宇宙年龄的量级）才能打印完。神奇的是，在这 1023 个原

子坐标，或者它们的线性组合除了一小部分之外，在宏观上是相互独立

的。那些宏观相关的一小部分称为“宏观量”(macroscopic coordinates)，

或者“热力学量”(thermodynamic coordinates)1。

作为一门自然科学，热力学必须要预言某些实验观测的结果，热力

学需要的是合适的描述性变量，这些变量规定了热力学的范围与结构。

描述宏观物质的简单性，以及选取热力学量的标准都与宏观测量的

特性有关。宏观测量与原子时间尺度相比极其缓慢，与原子空间尺度相

比十分粗糙。

进行宏观测量时，原子系统内其实正在迅速而复杂的运动着。设想

一个通过单色光的干涉条纹测量细金属条长度的实验，在照相底片上的

光积累形成干涉条纹，于是这一观测的持续时间与相机的快门速度有关

——一般在 10−2 秒的量级。而金属棒原子振动特征周期的量级为 10−15

秒！

宏观测量不可能探测到无数个以原子周期时间尺度疯狂变化的微观

量，只有一小部分原子坐标的特定组合才几乎不依赖时间，因而可以宏
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图 1.1: 9 个原子组成的一维原子链系统的三种简正模。三种模的波长自上而下依次是 4 个、8 个
与 16 个原子间距。虚线表示原子纵向位移的大小。

2 原文为 essentially

3 借助近年来迅速发展的飞

秒光学和阿秒光学的手段，人

们已经可以测量到数十阿秒

(1 as=10−18 s) 时间上发生的过
程了。

4 通过扫描电子显微镜 (SEM)、
扫描隧道显微镜 (STM)、原子力
显微镜 (AFM) 等手段，人们已
经可以分辨亚原子尺度的结构。

而 SEM 利用的就是短波长的高

能电子。

观测量。

“几乎”2这个词是一个重要限定条件，实际上我们可观测的宏观过

程是几乎完全，但也不确切的，不依赖于时间的。稍微努力一点的话，人

类可以观测时间尺度在 =10−7 s或更短一点的过程3，不过就算如此还是

远大于原子时间尺度（∼ 10−15 秒）。因此首先考虑极限情况，建立有关

不依赖时间的现象的理论是非常合理的。这个理论就是热力学。

根据定义，考虑到宏观测量的性质，热力学只描述宏观系统的静态。

在 ∼ 1023 个原子坐标以及它们的线性组合当中，仅有一小部分是

与时间无关的。

守恒量是最明显的与时间无关的热力学量：系统的能量，总动量（的

分量），总角动量（的分量）。不过还存在着其他一些与时间无关的热力

学量，为此需要讨论宏观测量的空间本质。

1.2 宏观测量的空间本质

宏观测量不仅与原子时间尺度相比及其缓慢，而且在原子空间尺度

上十分粗糙。用来观测宏观物质的工具总是“钝”的。例如光学仪器的

分辨能力与光波长（量级约 1000 个原子间距）有关4，因此可分辨的最

小体积得含有大约 109 个原子！宏观测量只能测量到一团原子坐标的粗

略平均。

宏观测量暗含的时间空间上的两种平均大大减少了相关变量的数

目：从开始的 1023 个原子坐标减少为少数几个热力学量。这一减少的

原理可以通过考虑如下的简单系统来扼要地解释。如图1.1，模型系统由

9 个原子（不是 1023 个）组成，它们只能在连线上做一维运动，相互之

间通过线性回复力相互作用（就像连着弹簧那样）。

各个原子之间相互耦合，全体原子具有的规则的运动模式称为简正
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5 简正模的概念参见任意一本理

论力学教材，例如 Herbert Gold-
stein, Classical Mechanics, 3rd
edition,Addison Wesley, §6.3,
Page 252.
6 未来会不会有一天教科书可以

播放 gif 动图？

7 原文：The length (of vol-
ume) remains as a thermo-
dynamic variable, undestroyed
by the spatial averaging, be-
cause of its spatially homoge-
neous (long wavelength) struc-
ture.

8 原文：The study of mechan-
ics (including elasticity) is the
study of one set of surviv-
ing coordinates. The subject
of electricity (including elec-
trostatics, magnetostatics, and
ferromagnetism) is the study
of another set of surviving co-
ordinates.
9 原文：Thermodynamics, in
contrast, is concerned with the
macroscopic consequences of
the myriads of atomic coor-
dinates that, by virtue of the
coarseness of macroscopic ob-
servations, do not appear ex-
plicitly in a macroscopic de-
scription of a system.
10 原文：But it is equally pos-
sible to transfer energy via the
hidden atomic modes of mo-
tion as well as via those that
happen to be macroscopically
observable.

模式 (normal modes)，简称简正模5。图1.1中显示了三种简正模的运动

形式。图中的箭头方向表示原子位移方向，箭头长度表示位移大小。原

子来回振动，每过半个周期图中的箭头反向。6

给出每个原子的位置即描述了系统的原子状态，但更方便的做法是

给出各种简正模的瞬时振幅（二者在数学上等价）。这些振幅称为简正坐

标 (normal coordinates)，且简正坐标的数量与原子坐标数目相等。

把 9 个原子组成的系统硬要说成“宏观系统”的话“宏观”与“原

子”层面的观测就会没什么区别。为了说明，我们可以将用分辨率很低

的“模糊的”仪器进行的观测当作这个系统的宏观测量。于是宏观测量

的粗糙性可以类比为用分辨率低的模糊镜片的视野。这种模糊的观测无

法分辨图1.1中的前两种模式的细节，这些模式不能分辨且宏观上无关。

相对而言，第三种模式对应的是系统整体均匀的整体膨胀或收缩，与前

两种不同，这种整体的均匀胀缩即使是“模糊镜片”也能观测到。这一

模式的幅度与系统的长度有关（三维情形则为体积）。长度（体积）是一

个热力学变量，空间均匀性（长波模式）结构使得它不会被宏观平均所

抹除。7

宏观测量的时间平均效果则印证了这些情况。与上述情形类似，系

统的每一种简正模有相应的特征频率，长波模式的频率更低。图1.1第三

种模式的频率是三者中最低的，如果系统原子数非常多，则长波模式的

频率极低甚至趋于零（进一步讨论见第21章）。故而高频的短波模式在时

间平均后被抹除，而与“体积”有关的长波模式频率甚低，它在时间平

均下“保留”下来，就像空间平均的情形那样。

上述简单例子的结论其实非常普遍，只有极少具有高度对称性的原

子坐标组合才能在宏观测量的统计平均中生存下来，它们就是宏观热力

学量。一些量是力学的：系统的体积、形状参量（如弹性应变）等等，还

有的来自电磁学：系统的电或磁的偶极矩、多极矩什么的。力学（包括

弹性力学）研究一部分“保留”下来的的宏观量，电磁学（包括静电学、

静磁学与铁磁学）研究另一部分宏观量。8

由于宏观测量的粗糙性，系统的宏观描述与大多数原子坐标不直接

相关。热力学只关心大量原子坐标的平均后的宏观量。9

在诸多宏观系统有大量“隐藏的”原子模式所带来的结果中，最有

力的证据是这些模式能储存能量，然后通过“力学模式”（即与宏观力学

量有关）的机械功 (mechanical work)，和“电磁模式”的电功 (electrical

work) 传递能量。前者的典型代表是 −PdV（P 为压强，V 为体积），后

者的代表为 −EedP（Ee 为电场，P 为电偶极矩）。这些能量传递的完

整内容在力学与电磁学文献讨论。从宏观可观测模式到“隐藏”模式的

能量传递同样可能进行。10 相应传递的能量称为热 (heat)。当然这只是

热的形象化描述，在之后正式的体系中将会给出热的可操作的定量定义。
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11 原文：We (temporarily) re-
strict our attention to sim-
ple systems, defined as systems
that are macroscopically ho-
mogeneous, isotropic, and un-
charged, that are large enough
so that surface effects can be
neglected, and that are not
acted on by electric, magnetic,
or gravitational fields.

在进行上文的讨论后，下面建立理论所需的概念定义与惯例约定。

1.3 热力学系统的组成

热力学非常具有普遍性，它可以描述任意复杂体系的所有力学、电

磁学与热力学性质。在一开始我们主要关注热学性质，因此系统的力学

与电磁性质经常理想化或简化。这很合理，力学基本只考虑不带电而未

极化的系统，而电磁学的系统没有弹性形变或其它复杂力学性质。这些

学科的普遍性并未因此而降低，在各种性质分别研究透彻后，将它们结

合起来处理复杂系统是比较容易的。热力学也一样，一开始我们只考虑

力学、电磁学性质最平凡的系统，从而可以专注于热力学的本质内容，再

之后容易结合各种理论处理复杂系统。强调一遍：接下来几章所考虑的

简单系统不影响热力学的普遍性，只是为了研究方便。

（暂时）只考虑如下的简单系统：宏观均匀、各向同性且不带电，体

积足够大可忽略边界效应，而且无外场（如电场磁场重力场）作用。11

这样一个简单系统没有宏观电磁学量：系统不带电、没有电磁二极四

极与多极矩。也没有所有的弹性应变以及其他类似的复杂力学量。体积 V

是一个用得到的力学参量。此外，简单系统还需要一组参量描述其化学成

分。当系统由多种物质组成时，可以用各组分的原子数作为描述化学成分

的参量。为了让原子数参量的数值不那么大，我们采用参量摩尔数 (mole

numbers)，定义为组分的原子数除以 Avogadro常数NA = 6.02217×1023.

摩尔数由原子数定义，这超出了纯粹的宏观物理学范围，避免这一

情况的等效定义是钦点 1 摩尔 C12 同位素的质量为 12 g. 其它核素的摩

尔质量按照 C12 的比例定义。表 1.1 列出了部分元素的摩尔质量。

表 1.1: 一些自然环境中元素（同位素混合）的摩尔质量（单位为 g). 数据来自 the International
Union of Pure and Applied Chemistry 1969 年数据.

H 1.0080 F 18.9984
Li 6.941 Na 22.9898
C 12.011 Al 26.9815
N 14.0067 S 32.06
O 15.9994 Cl 35.453

若系统由 r 种化学成分混合而成，则这 r 种组分各自的摩尔分数

(mole fractions) 定义为 Nk/(
∑r

j=1Nj), (k = 1, 2, . . . , r), 其中 Ni 为

第 i 种组分的摩尔数。所有组分的摩尔分数之和为 1. 系统的摩尔体积

(molar volume) 定义为 V /(
∑r

j=1Nj).

宏观参量 V,N1, N2, . . . , Nr 有一个超级重要的性质，设想把两个完

全相同的系统合体为一个大系统，则大系统的体积是单个子系统体积的

两倍，每种组分的摩尔数也是如此。若系统的某个物理量等于每个子系
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12 原文：macroscopic systems
have definite and precise ener-
gies, subject to a definite con-
servation principle.
13 原文：That is, we now ac-
cept the existence of a well-
defined energy of a thermody-
namic system as a macroscopic
manifestation of a conservation
law, highly developed, tested
to an extreme precision, and
apparently of complete gener-
ality at the atomic level. 这句
话来自百度人工翻译校对君做了

润色，向 ta 致谢。我能想象到接
到订单的那位翻译蛋疼的神情

统的该物理量之和，则这个物理量称为广延量 (extensive parameters)。

广延量在热力学理论中起到关键的作用。

1.4 内能

能量守恒是物理学最重要的结论之一，这一信念并非一日建成的，

而是经历了两个半世纪缓慢而曲折的发展。它的首次提出是在 1693 年，

Leibniz 指出地球附近重力场中质点的动能 1
2mv

2 与重力势能 mgh 之和

才是守恒的。每当新的相互作用被引入，能量似乎就不守恒了，但是总

可以添加新的数学项——一种“新能量”使得能量依然守恒。例如系统

带电时，必须引入 Coulomb 相互作用能量（静电势能）Q1Q2/r 以及电

磁场能量。1905 年，Einstein 将能量守恒扩展到相对论领域，引入了相

对论性静质能。20 世纪 30 年代 Enrico Fermi 假设存在中微子，目的是

保证核反应过程的能量守恒。现代物理中，能量守恒是物理学基本假设

——时间平移对称性的体现，即物理学定律在过去未来从不改变，不在

时间平移 (t → t +常数) 下变化。第 21 章进一步讨论能量守恒的这一

基础。现在我们把能量守恒作为最基本、最普遍、最重要的物理定律就

可以了。

宏观系统可以视为大量电子与原子核通过复杂但确定的相互作用

（服从能量守恒）结合的整体，由此可推论宏观系统具有确定的能量值，

服从确定的守恒定律12。也就是说，我们现在接受明确定义的热力学系统

能量作为一种守恒定律的宏观表现形式而存在，它是一种经过高度发展

之后的、经测试在原子尺度具有极度精确且明显完整普遍性的能量。13

下面论证热力学能量函数的存在性，但论证方式与历史进程十分不

同。因为热力学在原子学说被公认之前就已经蓬勃发展，宏观的能量守恒

可以由纯粹的宏观方式验证。这方面的重大突破是 1798 年 Count Rum-

ford观察到大炮钻孔过程中的热效应。Sir Humphry Davy, Sadi Carnot,

Robert Mayer, 以及最终的（1840-1850 年间）James Joule 在 Rumford

的基础上形成了完整的论证体系。历史上热的概念的形成过程是科学理

论曲折发展的经典案例，体现出新学说被公认所经受的巨大阻力，以

及人类在处理精细抽象的问题时的智慧。对此感兴趣的读者可参考 D.

Roller 的著作 The Early Development of the Concepts of Temperature

and Heat(Harvard University Press, 1950)，或者阅读物理学史文献。

本书不利用 Rumford 与 Joule 的实验论证能量函数的存在性，但

第1.7节会通过这些实验讨论热力学能量的可测量性 (measurability)。

无论原子还是宏观层面，具有物理意义的只是能量的差值，而非绝

对的值。因此通常选定某一特定状态作为基准态，其能量规定为零。其他

状态相对于基准态的能量称为系统的热力学内能 (internal energy)，通

常记作 U . 内能与体积、摩尔数一样是广延量。
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14 原文：internal strains yield
to plastic flow.

15 原文：in all systems there
is a tendency to evolve to-
ward states in which the prop-
erties are determined by in-
trinsic factors and not by pre-
viously applied external influ-
ences. Such simple terminal
states are, by definition, time
independent. They are called
equilibrium states.

1.5 热力学平衡态

宏观系统往往对演化历史有某种“记忆”作用。一杯搅拌过的茶还

会旋转一会儿，冷加工过的钢材硬度增加。但记忆终将褪色，扰动总会

衰减，内应变屈服成塑性流14，不均匀的浓度扩散成一致。系统倾向于

演化到与特定的过往条件无关的简单状态。

某些情形中系统很快平息到简单态，另外一些情况的演化过程则慢

得要命。但是所有系统都有向如下特征状态演化的趋势：由系统内部因

素决定，与先前的外部影响无关。根据定义，这种简单的终态不依赖时

间。这种状态称为平衡态。15

热力学致力于描述系统最终演化到的这种简单、静止的“平衡”状

态。

为了将上面的定性陈述转化为定量的正式假设，我们将“简单”的标

准设定为使用很少的热力学量即可描述系统。由此引出下面的假设，该

假设还受到实验观测的启示，它所导出的理论的正确性验证了它自身的

正确性。

假设 I.

任意简单系统存在宏观上由内能 U，体积 V 与各组分摩尔数 N1, N2, . . . , Nr

完全确定的宏观状态，称为平衡态。

Postulate I.

There exist particular states (called equilibrium states) of simple

systems that, macroscopically, are characterized completely by the in-

ternal energy U , the volume V , and the mole numbers N1, N2, . . . , Nr

of the chemical components.

当考虑更一般的、具有更复杂力学电磁学性质的系统时，确定一个

平衡态所需的参量也相应增加，例如系统的电偶极矩或弹性应变。新变

量的形式体系与简单系统的体积 V 十分相似。

实验中经常要判断一个系统是否处于平衡态，因而是否可以用热力

学进行分析。首先可以观察该系统是否不再活动、处于静态，但“不活

动”不是平衡态的充分条件。平衡态由广延量 U, V,N1, N2, . . . , Nr 完全

确定，故而与演化历史无关，这很难在实际中判断。而且许多系统的演

化显然与历史有关，这些情形促使我们考虑平衡态的意义。例如，两块

相同的钢材经历不同的冷加工、淬火和退火过程最终的性质可以十分不

同，因而它们不处于平衡态。类似的，玻璃的性质取决于加工过程（如

冷却速率），玻璃也不在平衡态。

（基于平衡态的）热力学理论强行分析非平衡态系统就会在将来的报

道上出现偏差，实验者根据理论失效（后验标准）判断系统处于非平衡
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16 原文：Operationally, a sys-
tem is in an equilibrium state
if its properties are consis-
tently described by thermody-
namic theory!

态。

量子统计理论通常会对热力学失效的情形中系统为何不处于平衡态

作出更深刻的解释。偶然出现的理论失效往往蕴藏着系统在微观层面未

知的复杂过程。例如正氢 (orthohydrogen) 与仲氢 (parahydrogen)1的发

现及其微观机制的研究。

一个给定的宏观平衡态（因而给定了系统的边界条件）对应许多微

观态，在原子层面上，处于平衡态的系统仍在对应的众多微观态中不断

而迅速地转变。转变的速度往往很快，使得宏观测量过程中系统经历各

种可能的微观态，这就是系统处于平衡的情况。然而在某些特殊情况下，

各微观态的遍历机制失效，系统只能限制在某一特定的微观态的子集中

演化转变。或者系统仍可遍历各态，但转变速度较慢，以至于宏观测量

结果并非对所有微观态的平均。这些情况的系统都不是平衡态。容易看

出，这些奇异情况更容易出现在固体，而非流体（液/气）系统，因为后

者相对而言原子的移动性更强，原子随机碰撞强烈消除了微观态遍历限

制。

实际上很少有系统处于绝对的平衡态。例如放射性物质的绝对平衡

态要求完全衰变为最稳定的同位素，这需要宇宙年龄量级的时间，这种

慢的要命的过程可以近似视为平衡态。完成了自发演化、可以用相对较

少的参量描述的系统可认为处于亚稳态 (metastable equilibrium)。这种

稍弱的平衡状态对热力学的应用而言是足够的。

综上，实践中的平衡态判据是循环的。若热力学理论成功描述了一

个系统，则该系统就处于平衡态！16

应该指出，上述耍流氓的循环逻辑与力学的情形没有不同。例如力

学预言质点在已知的引力场中沿特定轨迹运动，如果报道出了偏差，没

人会因此否定力学，而是会推测质点受到其他的力。例如如果粒子带电，

则考虑电磁力之后动力学预言才正确，这只有通过循环一圈（预言-出了

偏差-加上电磁力-预言成功）才推论得知，因而不是先验的。力学系统模

型（如质量、转动惯量、电荷、电偶极矩等等）与实验符合之后才是“正

确”的。

1.6 壁与限制

一个热力学系统需要一个“壁”(walls) 来将它从周围环境中隔离出

来，并为它提供边界条件。通过对壁进行操作，可以改变系统的广延量，

以及开始某些演化过程。

通过对壁进行操作而开始的过程通常是某些物理量在不同系统或大

系统的子体系之间的重新分布。由此可将热力学壁分为允许或禁止重新

1正氢分子H2 两个氢核的角动量平行，仲氢的反平行。处于平衡态氢气系统的正氢/仲
氢比例应该是定值，但热力学的预言失败了，这促使正氢、仲氢微观性质的研究。
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分布两种。例如，考虑一个刚性圆筒内部的活塞，如果活塞是固定的，则

它是禁止两个子系统的体系重新分布的壁，若活塞可以活动，则允许体

积重新分布。刚性圆筒与固定的活塞称为限制体积的壁，而可动活塞对

体积是非限制的。一般的，将一个系统的某个广延量限制为特定值的壁

称为对该广延量有限制，而允许该量自由改变的壁对该广延量是非限制

的。

系统的某种化学组分不能渗透的壁限制了该组分的摩尔数；而可以

透过的膜对摩尔数无限制。半透膜限制特定组分的摩尔数而对其他成分

无影响；一个有孔的壁对任意组分的摩尔数都无限制。

要考虑限制能量的壁是否存在需要先解决能量的可测量性问题，我

们下一节就讨论它。

1.7 能量的可测量性

基于原子层面的能量守恒可以推论出存在守恒的宏观能量函数。为

了证明能量具有实际意义，必须说明它是可控制的 (controllable)与可测

量的 (measurable)。下面首先指出存在测量能量的定量方法，并据此导

出热的定量的操作性定义。

论证能量可测量性的关键是绝热壁的存在。下述的简单实验表明存

在这种绝热壁。

考虑盛有冰水混合物的容器。实验发现剧烈搅拌容器可使得冰迅速

融化，搅拌过程向系统传递了机械功，由此可推论冰的融化与系统能量

增加有关。将容器放在夏日的阳光下可以发现冰自然地迅速融化了，该

过程外界并未对系统做功，因此可以认为能量通过传热的形式进入系统

中。将容器壁从薄金属换成厚玻璃，再换成 Dewar 瓶壁（两层镀银的玻

璃，中间抽真空）会发现冰融化的越来越慢，这强烈暗示金属、玻璃与

Dewar 壁的隔热性越来越好。机智的实验家可以制造性能超好的隔热壁

使得冰的融化速度十分慢，这种壁是理想绝热壁在三次元现实的良好近

似。

通常称不透热的壁为绝热的 (adiabatic)，而允许热传递的壁称为导

热的 (diathermal)。如果系统的壁既不传递做功也不导热，则它可以限

制系统的能量。若系统的壁限制能量、体积与所有组分的摩尔数，则称

这个系统是封闭的 (closed)2。

利用上述几种壁可以论证宏观热力学能量的可控制性，比如可以用

绝热壁关住能量，用透热壁使能量流动。再比如将系统用限制能量的壁

封印起来的话，该系统明天的能量也可以确定。没有这些壁的话，热力

学就成了空谈的纯理论了。

2本书的封闭性的定义与化学中的惯例不同，化学的封闭性只是限制系统组分的摩尔
数不变。
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17 原文：we are able to mea-
sure the energy difference of
two states provided that one
state can be reached from the
other by some mechanical pro-
cess while the system is en-
closed by an adiabatic imper-
meable wall.

18 如无特别说明，本节涉及的壁

都是不可透过物质的 (imperme-
able)。

19 原文：system enclosed by
an adiabatic impermeable wall
any two equilibrium states with
the same set of mole numbers
N1, N2, ..., Nr. can be joined
by some possible mechanical
process.

20 原文：by employing adiabatic
walls and by measuring only
mechanical work, the energy
of any thermodynamic system.
relative to an appropriate ref-
erence state, can be measured.

21 原文：The heat flux to a
system in any process (at con-
stant mole numbers) is simply
the difference in internal en-
ergy between the final and ini-
tial states, diminished by the
work done in that process.

下面讨论能量的可测量性，更确切的说，是讨论（具有物理意义的）

能量差的可测量性。被绝热壁包围的简单系统只可能通过做功的方式向

它传递能量。机械功可根据力学理论计算。例如压缩活塞做的功等于力

乘以位移，用杆搅拌的功等于力矩乘以角位移。这种情况的功在力学里

已经完备地讨论了定义与测量方法。由此可得，如果系统被绝热壁包围，

并通过做机械功从一个状态达到另一个状态，则这两个状态的能量差即

为所做机械功的值。17

例：考虑刚性绝热容器中达到平衡态的冰水混合物系统。在壁上开

一个小洞穿过一个杆，杆的一侧是桨，另一侧是曲柄，这样就能通过转动

曲柄对系统做机械功，机械功等于力矩乘以角位移。转一段时间后，系

统达到新的平衡态（一些冰融化了）。系统末态减初态的能量差即为转动

曲柄做的功。

还有一个问题。将系统由绝热壁包围18，初状态任意，它能否只通

过做机械功达到任意指定的末态？这要借助 Joule 完成的实验，他的工

作表明绝热系统摩尔数 N1, . . . , Nr 相等的任意两个状态，都存在力学过

程将它们联系起来。19 Joule还发现给定（绝热系统的）两个状态（记作

A,B）后，从 A→ B 或者B → A 的力学过程至少存在一个，但其中的

某一个（比如 A → B）可能不存在。我们的目的是测量状态的能量差，

因此存在一个过程就够用了。综上，借助机械功可以测量摩尔数相同的

任意两个状态的能量差。

Joule 观察到的只有 A → B 或 B → A 一个过程存在的情形具有

深刻意义。这两个状态的不对称是不可逆性 (irreversibility)概念的体现，

后面会深入讨论。

上述测量能量差的方法的唯一限制是初末状态摩尔数相同。这可以

由如下方式解决：考虑由挡板（物质不可透过）隔开的两个子系统，它们

的相对于基准态的能量可由上述方法测出。移除挡板，子系统混合，并

且二者的总能量守恒。因此混合系统的终态能量等于两个子系统的初态

能量之和。这样就可以测量摩尔数不同的状态间的能量差。

总结：利用绝热壁与机械功可以测量热力学系统任意状态相对于基

准态的能量。20

1.8 热的定量定义

利用任意两个平衡态的能量差的可测量性，可以对热进行定量定义：

系统在某一（摩尔数不变）过程中外界流入系统的热量定义为系统末态

与初态的能量差减去外界对系统做的功。21

设系统经某一过程由初态 A 演化为末态 B，该过程中外界对系统

做的功以及外界传递给系统的热量是多少？前者根据力学理论不难计算。

根据1.7节介绍的方法可得能量差 UB −UA，从能量差中减去机械功即可
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得该过程中传递给系统的热流。

应该指出，相同的初末状态对应的不同过程的做功大小可以不同，同

样，传热大小也可以不同，但是做功与传热的和——能量差 UB−UA 在初

末态给定后对所有过程都是相等的。计算能量差只需给定初末状态，而

计算做功、传热大小必须给出联系初末态的特定过程。

外界对简单热力学系统通过改变体积所做的准静态功为：

d̄WM = −PdV (1.1)

其中 P 为系统压强。上式不难从力学导出，必须强调上式只适用于准

静态过程 (quasi-static processes)。准静态过程的准确定义在4.2节讨论，

这里只进行定性解释。考虑一个带有可移动活塞的气缸，气缸内封闭有

一定气体。迅速压动活塞，则在活塞附近的气体立即获得动能，气体出

现湍流，压强无法定义。这种过程不是准静态的，对系统做的功也不能

由(1.1)式计算。如果以极其慢（准静态地）速率推动活塞，则系统在每

一时刻都可视为处于静平衡态，(1.1)式可以使用。粗略地说，“无穷慢”

即为准静态过程的本质。

(1.1)式的符号惯例值得注意。若系统的能量增加，则外界对系统做

正功。若系统体积减少，则外界对系统做正功，使系统的能量增加，因

此(1.1)式等号右侧有个负号。

利用准静态功的定量表述 d̄WM = −PdV 可导出传热的定量公

式，一个摩尔数不变的无穷小准静态过程中传递给系统的准静态热量

(quasi-static heat)d̄Q 定义为：

d̄Q = dU − d̄WM , 摩尔数不变。 (1.2)

或者：

d̄Q = dU + PdV, 摩尔数不变。 (1.3)

热量 (heat) 与热流 (heat flux) 这两个术语经常混用，因为热量就像功那

样，是能量的传递 (transfer) 形式。能量传入系统之后就不能分辨是通

过做功还是传热传给系统的，尽管 dU 分为 d̄Q 与 d̄WM 两部分，但能

量 U 不能分为“做功”部分与“传热”部分。我们采用符号 d̄表示无穷
小做功与传热，d̄Q 与 d̄WM 称为不完整微分 (imperfect differentials)。

d̄WM 与 d̄Q 沿某一特定过程进行积分得到该过程的做功与传热值，而
它们的和——能量差 ∆U 与具体过程无关（只与初末状态有关）。

热量，功与能量的概念可通过如下的类比来说明。设一位农场主有

个池塘，一条溪流注入池塘，另一条从池塘流出。池塘还通过降雨获得
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22 当然，就像1.7节只是测定系
统任意状态相对于基准状态的能

量那样，这里只测定池塘的任意

水位相对于某一基准水位对应的

水量。

23cgs: centimeter-gram-second
单位制，或者厘米-克-秒单位制，
又称高斯单位制。

24mks: metre-kilogram-second
单位制，或者米-千克-秒单位制，
又称国际单位制。

水分、通过蒸发流失水分（“负降雨”）。将池塘比作热力学系统，水量视

为系统内能，溪流注入流出类比做功，降雨蒸发当做传热。

首先，在任何时刻，池塘的水不能分成来自降水与来自溪流的部分。

降雨只是水转移的形式。

然后考虑测量池塘水量的方法。可以使用流量计测量流入流出池塘

的溪流水量，但是对降雨而言没有那样的雨量计。为了测量降雨量，可

以用防水布将池塘覆盖，使得降雨和蒸发不能改变水量。将一带刻度的

长直杆垂直插入池塘以记录水位变化，通过在两条溪流筑坝即可控制池

塘水位，结合流量计与刻度杆即可测定池塘水量。因此在防水布的帮助

下，池塘任意水位的水量都可测定22。

把防水布撤去从而使降水可以影响池塘水量，要得到某一过程中降

水导致的水量变化，可以通过如下间接方式。首先在刻度杆上读出水位

的变化，从而水量的变化可以由上一段的方法得出。然后根据流量计测

量溪流造成水量的变化。水量的变化减溪流造成的变化即为降水量。读

者不难看出其中的类比关系。

因为做功与传热都是能量传递的形式，故功和热量的都是能量的单

位。能量在 cgs 单位制23中的单位是 erg（尔格），在 mks 单位制24中为

joule （焦耳），记作 J，二者的关系为 1 J = 107 erg.

常用的能量单位还有 calorie（卡，1 cal = 4.1858 J）3。历史上，

calorie 是在热与功的关系澄清之前所用的热量单位，直到现在，还有人

只用 calorie 计量热量、用 joule 计量功。然而 calorie 与 joule 都是能量

单位，它们描述功与热量都是可以的。

其他的能量单位制还有英国热量单位 (the British thermal unit, Btu)，

升-大气压单位 (liter-atmosphere)，英尺-磅单位 (foot-pound)与瓦特-时

单位 (watt-hour)。各单位制能量单位间的转换参见本书封底。

■ 例 1.1 带有可移动活塞的气缸内封印着一定气体。通过观测发现，气

体在绝热过程中满足：

P 3V 5 = constant, (d̄Q = 0)

(a) 求下图 ADB,ACB,A
直线−→ B 三个过程中外界对系统做的准静态

功、外界传递给系统的热量。

3营养学家习惯把一千 calorie 简记为 “Calorie’’（这使得能量的数值合适不至于太
大），但要命的是他们经常忘了大写字母 C，于是一千 calorie 成了一 “calorie’’！
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在 ADB 过程中气体保持压强不变 (P = 105 Pa) 被加热，从初始

体积 10−3 m3 变为末态体积 8 × 10−3 m3. 然后保持体积不变，将

气体冷却至压强降为 105/32Pa。同样，其他过程 (ACB,AB) 的

具体内容由图不难看出。

(b) 在系统内安装一个由发动机驱动的桨，在发动机提供的力矩作用下

桨以均匀角速度 ω 转动，观测到气体系统（体积不变）压强的变

化率为：

dP

dt
=

2

3

ω

V
×力矩

求证系统任意两个体积相等的状态的内能差可通过该过程计算。算

出 UC − UA 和 UD − UB.

这个过程只能单向进行（只能从 P − V 图垂直向上而不能向下进

行），这是为啥？

(c) 求证系统的任意两个平衡态（即 P − V 图中的任意两点）可通过

(a)、(b) 描述的两个过程联系起来。计算 UD − UA.

(d) 计算图中 A→ D 过程外界对系统做的功 WAD 以及传递给系统的

热 QAD. 计算 D → B,C → A 过程同样的量，并说明这些计算结

果与 (a) 一致。

读者在参考下面的答案之前应该先尝试解答这些题目。

解

(a) 利用绝热条件 Q = 0,∆U = W 以及 P 3V 5 = constant (Q = 0)

可得：

UB − UA =WAB = −
∫ VB

VA

PdV = −PA

∫ VB

VA

(
VA
V

)5/3

dV

=
3

2
PAV

5/3
A

(
V

2/3
B − V

2/3
A

)
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=
3

2
(25− 100) J = −112.5 J.

考虑 ADB 过程：

WADB = −
∫
PdV = −105 × (8× 10−3 − 10−3) J = −700 J

UB − UA =WADB +QADB

QADB = (−112.5 + 700) J = 587.5 J.

尽管能算出 QADB，但不能分别得到 QAD, QDB，因为还不知道

UD − UA.

其他过程的计算同理。答案是WACB = −21.9 J, QACB = −90.6 J;WAB =

−360.9 J, QAB = 248.4 J.

(b) 电动机的力矩使桨旋转角度 dθ传递给系统的能量4为 dU =力矩×

dθ, 另外 dθ = ωdt，因此

dP =
2

3

1

V
·力矩 · ωdt

=
2

3

1

V
dU

整理得

dU =
3

2
V dP

dU =力矩× dθ → dU ≥ 0（dθ 与力矩符号相同），再结合 V > 0

可得 dP ≥ 0，因此该过程只能向压强增大的方向单向进行。

UA − UC =
3

2
V (PA − PC) =

3

2
× 10−3 ×

(
105 − 1

32
× 105

)
= 143.5 J

UD − UB =
3

2

(c) 任意给定 P − V 图上两点，为了将它们联系起来，过其中任意

一点画一条绝热线（绝热过程对应的线），再过另一点画等容线

（V =常数），这两条线相交，于是两个过程联系起来。

前面已经利用绝热过程求出 UB − UA = −112.5 J，利用不可逆的
搅拌过程求出 UD − UB = 1162.5 J。因此 UD − UA = 1050 J。等

4注意电动机传递能量给系统既不是做功也不是传热的方式——这是一种非准静态
(non-quasi-static) 的能量传递。
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价地，可以将状态 A 设为基准态，则

UA = 0, UB = −112.5 J, UC = −145.3 J, UD = 1050 J.

任意状态的内能 U 都可以求出。

(d) 已经计算出了 UD − UA 以及 WAD，由此可得 QAD：

UD − UA =WAD +QAD

1050 J = −700 J +QAD

QAD = 1750 J

同样

UB − UD =WDB +QDB

−1162.5 J = 0 +QDB.

为了检验，计算 QAD+QDB = 587.5 J，等于在 (a)中计算的 QADB，

nice！

■

习题

1.8-1. 计算本节例 1 中系统状态 (P = 5× 104 Pa, V = 8× 10−3 m3) 对应

的内能。

以状态 A 为参考状态，即设 UA = 0.

记 (P = 5× 104 Pa, V = 8× 10−3 m3) 为状态 E. 因 VB = VE，故

可通过例 1(b) 描述的不可逆搅拌过程从 E 演化到 B 态：

E
不可逆搅拌−→ B

UB − UE =
3

2
VE(PB − PE)

=
3

2
× 8× 10−3 ×

(
1

32
× 105 − 5× 104

)
J

= −562.5 J.

由例 1(c)，以 A 为参考态时，UB = −112.5 J，故

UE =
(
− 112.5− (−562.5)

)
J = 450 J.

1.8-2. 还是例 1 的条件。记上一问的状态 (P = 5 × 104 Pa, V = 8 ×

10−3 m3) 为 X，计算系统从状态 A 沿 P − V 图的直线演化到状
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态 X 过程中吸收的热量。

1.8-3. 某一气体系统的能量为：

U = 2.8PV + constant.

系统的初始状态为 P = 0.2MPa (106Pa), V = 0.01m3，对应下图

中的 A 点。系统经历图中的循环过程 (A → B,B → C,C → A)。

计算每个过程中系统的吸热量 Q 与外界对系统做的功 W。

以 B → C 过程为例（答案只给了 BC 过程的……）

状态 B：V = 0.03m3, P = 0.2MPa.

状态 C：V = 0.01m3, P = 0.5MPa.
直线 BC: P = (−15MPam−3)V + 0.65MPa.

WBC = −
∫ VC

VB

PdV = −
∫ 0.01

0.03
(−15V +0.65)dV = 7× 103 J.

UC−UB = 2.5(PCVC−PBVB = 2.5(0.5×0.01−0.2×0.03)MJ = −2.5×103 J.

QBC = (UC−UB)−WBC = (−2.5×103) J−7×103 J = −9.5×103 J.

1.8-4. 求习题 1.8-3中的系统在绝热过程中的 P−V 曲线，即求 P = P (V )

使得沿这条线的过程满足 d̄Q = 0。
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25U = 2.5PV + constant.

外界对系统做的功为

W = −
∫ V

V0

P (V ′) dV ′.

绝热过程中系统吸热 Q = 0，故内能变化量 U = W。由 1.8-3 中

条件25可知，初末状态的内能差为：

U = 2.5(PV − P0V0).

联立得

2.5(PV − P0V0) = −
∫ V

V0

P (V ′) dV ′

= 2.5

(
P +

dP

dV
V

)
= −P (V )

dP

dV
= −7

5

P (V )

V

→ P ∝ V −7/5

→ P 5V 7 = constant.

1.8-5 单位摩尔数物质的某系统的内能为

U = AP 2V.

其中 A 是正的常数，量纲为 [P]−1. 求 P − V 图绝热线的形式。

1.8-6 实验观测发现某系统保持体积 V0 不变，压强从 P0 变化到任意值

P ′ 时，系统吸收的热量为

Q′ = A(P ′ − P0) (A > 0).

此外，系统在绝热过程满足：

PV γ = constant (γ是正的常数)

求任意状态的内能 U(P, V ).（用已知量 P0, V0, A, U0 ≡ U(P0, V0)与γ，

当然还有自变量 P, V 表示）

A : (V0, P0), B : (V0, PB), C : (V, P ).
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构造如下状态使得系统从初态 A 演化到末态（任意状态）C:

A
定容过程−→ B

绝热过程−→ C.

A
定容过程−→ B:

WAB = 0, QAB = A(PB − P0),

UB − UA =WAB +QAB = A(PB − P0).

B
绝热过程−→ C:

QBC = 0.

PV γ = PBV
γ
0 → P =

PBV
γ
0

V γ
.

WBC = −
∫ V

V0

PBV
γ
0

V ′γ dV ′ = −PBV
γ
0

V −γ+1 − V −γ+1
B

−γ + 1
.

U − UB = QBC +WBC = −PBV
γ
0

V −γ+1 − V −γ+1
0

−γ + 1
.

因此初末状态内能差为

U − U0 = (U − UB) + (UB − UA)

= −PBV
γ
0

V −γ+1 − V −γ+1
0

−γ + 1
+A(PB − P0).

将 PB = PV γ/V γ
0 带入得

U − U0 = −PV γ V
−γ+1 − V −γ+1

0

−γ + 1
+A(

PV γ

V γ
0

− P0)

= A(Prγ − P0) + PV
1− rγ−1

γ − 1
. (r ≡ V

V0
)

1.8-7 实验观测发现，某具有 2 摩尔单一组分的系统内能 U 与压强、体

积的关系为：

U = APV 2. (N = 2)

注意，如果把系统的体积、内能与摩尔数均变为原来的两倍，压强

不会改变。求任意摩尔数 N 的 U = U(P, V,N).
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图 1.2

26 原 文：The single, all-
encompassing problem of ther-
modynamics is the determina-
tion of the equilibrium state
that eventually results after the
removal of internal constraints
in a closed, composite system.

1.9 热力学基本问题

现在准备工作已经完成，可以开始讨论热力学的基本问题以及它的

解了。

回顾准备过程，我们发现仅仅选择了热力学变量就可以得到大量有

意义的结果，热力学变量的选择标准揭示了测量的作用，宏观变量与杂

乱的微观变量之间的区别体现出功与热的不同，热力学变量能否完整描

述系统定义了平衡态。现在，热力学变量可以为热力学基本问题的解决

提供框架。

实际上，有一个中心问题定义了热力学理论的核心，所有热力学的

结果都可以从该问题的答案演化产生。

这独一无二、无所不包的热力学核心问题是——在移动一个封闭的

复合系统的内部限制之后，确定系统最终演化到的平衡态。26

考虑封闭气缸内由活塞分隔的两个简单系统。设气缸壁与活塞刚性、

绝热、不能透过物质，并且活塞被固定住，则每个系统都是封闭的。如

果去掉活塞的固定，一般情况下活塞会移动到新平衡位置。同样，去掉

固定住的活塞绝热的限制，两个系统间的能量会重新分布。如果在活塞

上打孔，则两系统的物质会重新分布（从而能量也会）。上述几种情形中，

限制条件的去除使某些自发演化过程开始，当两个系统进入新平衡态之

后，它们由热力学量 U (1), V (1), N
(1)
1 , · · · 以及 U (2), V (2), N

(2)
1 , · · · 描述。

热力学的基本问题就是计算这些参量的值。

在下一节讲述解决此问题的定量方法之前，我们用更一般的方式重

述基本问题，无需借助气缸与活塞。给定两个或多个简单系统，它们整体

可以视为一个复合 (composite)系统。封闭的复合系统被限制总能量、总

体积与总摩尔数的壁包围，而封闭复合系统的简单子系统无需是封闭的，

比如复合系统内部的活塞可以透热或者有个洞。复合系统的内部 (inter-

nal) 限制阻止了各简单系统之间的能量、体积或物质重新分布。一个封

闭的复合系统在某一内部限制下达到平衡态，若将该内部限制去掉，则

之前禁止的某些状态现在可能达到。这一过程使系统达到新平衡态。热

力学的基本问题就是预言这一新平衡态。
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27 意思是假设的正确性由它导

出的结论的正确性（后验性地）

验证。

28 数学家眼中搞物理的耍流氓

系列

1.10 最大熵假设

由热力学的中心原理出发可解决热力学基本问题，而从实验观测归

纳出中心原理的过程相当微妙。这一人类智慧的杰作在历史上最终由

Caratheodory 分析完成。以 Josiah Willard Gibbs 为先驱的统计力学

方法需要熟练的归纳性灵感。The symmetry-based foundations to be

developed in Chapter 21 will provide retrospective understanding and

interpretation, but they are not yet formulated as a deductive basis. 因

此我们仅仅将热力学基本问题的解决方法以一系列后验性的27假设给出，

而非以先验的证据的形式。实际上在考虑到基本问题最简单的形式解之

后，这些假设是非常自然的。On this basis alone the problem might have

been solved; 将一个问题的最简形式解作为试探性的假设是理论物理学

常见而管用的套路。

平衡态最简单而又靠谱的判断标准是什么？物理学的人生经验告诉

我们——平衡的黄金准则是让某个量取极值。亦即，我们猜想，处于平

衡终态系统的各广延量（U, V,N, . . .）使得某个函数取最大值5。再（乐

观地）假设这个函数有非常好的数学性质28，这样能保证所导出的理论

的简洁性。如前述，下面提出一系列（三个，1.5节还有一个）假设以解

决热力学基本问题。

假设 II. 任意复合系统的平衡态都存在一个广延量的函数（称为熵，

记作 S = S(U, V,N1, . . . , Nr)），熵在系统处于任意平衡态时定义为有如

下性质：

在系统的广延量没有内部限制时，平衡态对应的广延量使得熵函数

取最大值。

原文：There exists a function (called the entropy S) of the extensive

parameters of any composite system, defined for all equilibrium states

and having the following property: The values assumed by the extensive

parameters in the absence of an internal constraint are those that max-

imize the entropy over the manifold of constrained equilibrium states.

必须强调，上面的假设只定义了熵在系统处于平衡态的性质，丝毫

未涉及非平衡态。没有内部限制的系统可以处于任何状态，而其中每个

状态都可以当存在某些限制时达到。这种有限制的平衡态的熵在上面已

经被定义，且其中某一平衡态的熵最大。在没有限制的情况下，系统的

平衡态就是该最大熵对应的平衡态。

设想两个被透热壁分隔的子系统，总能量 U 在两个子系统之间如何

分配？首先考虑将透热壁换为绝热壁的复合系统，子系统的能量分别为

U (1), U (2)（当然 U (1) +U (2) = U）。每个有限制的平衡态 (U (1), U (2)) 对

5其实取最小值也可以，假设取最大值只是惯例，两个选项只差一个负号，不影响理
论的逻辑结构。
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29 尽管如此，至今依旧有

人在讨论构建完全排除负温

度的统计物理体系的可能性，

例如 Dunkel, J. & Hilbert,
S. Consistent thermostatistics
forbids negative absolute tem-
peratures. Nature Physics 10,
67–72 (2013).

应一个熵，熵在某个特定的 U (1)∗, U (2)∗ 处取最大值。因此当绝热的限制

去掉，即子系统由透热壁分隔时，复合系统的平衡态对应的能量分配为

U (1)∗, U (2)∗。

热力学的所有问题都可以从1.9节介绍的基本问题导出。若系统的熵

关于广延量的函数关系已知，则基本问题就可迎刃而解。熵关于广延量

的函数关系式称为热力学基本关系 (fundamental relation)。因此若系统

的基本关系已知，则该系统所有热力学信息都可从中得出。

上文陈述的内容极其重要。基本关系包含了系统所有的热力学信息

——它等价于系统所有的数据、图表等任何描述热力学性质的内容。若

系统的基本关系已知，则任何热力学性质都可精确求出。

假设 III. 复合系统的熵等于所有子系统的熵之和，即熵具有可加

性。

熵是连续、可微，且关于内能单调递增的函数。

由该假设立即可导出一些熵的数学性质。熵具有可加性，即复合系

统的熵 S 是各子系统的熵 S(α) 之和：

S =
∑
α

S(α). (1.4)

每个子系统的熵是各自的广延量的函数：

S(α) = S(α)
(
U (α), V (α), N

(α)
1 , . . . , N (α)

r

)
. (1.5)

将可加性应用于空间上分开的几个子系统，可得熵的如下性质：简单系

统的熵是广延量的一阶齐次函数。也就是说，将系统的所有广延量变为

λ 倍，则熵也变为 λ 倍，用公式表示为：

S(λU, λV, λN1� . . . , λNr) = λS(U, V,N1, . . . , Nr). (1.6)

熵关于内能单调递增意味着偏导数大于零：(
∂S

∂U

)
V,N1,...,Nr

> 0. (1.7)

下一章会看到，上式左侧的倒数即为温度 T 的定义，因此根据该假设，

温度是非负的6。29

熵的连续、可微性以及关于内能的单调性意味着熵函数可以转化为

6这个偏导数为负数（即温度为负数）可能性的讨论可见 N F Ramsey, Phys. Rev.
103, 20 (1956). 负温度的真实系统并非处于平衡态，因此与(1.7)式不矛盾。这种状态只
能在非常特殊的系统（例如孤立自旋系统）中实现，并且很快就衰变掉了。然而这种负
温度状态的研究具有统计力学意义，例如阐明统计力学中温度的概念。
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内能关于 S, V,N1, . . . , Nr 的单值、连续以及可微的函数，即

S = S(U, V,N1, . . . , Nr) (1.8)

可以唯一地解出具有如下形式的内能函数 U :

U = U(S, V,N1, . . . , Nr). (1.9)

(1.8)与(1.9)式是基本关系的两种形式，它们中的每一个都包含了系统的

所有热力学信息。

熵的广延性表明 N 摩尔物质的系统的熵等于 1 摩尔系统的熵的 N

倍，这用基本关系表示为：

S(U, V,N1, . . . , Nr) = N S

(
U

N
,
V

N
,
N1

N
, . . . ,

Nr

N

)
. (1.10)

上式即为(1.6)式中的因子 λ 取 1/N ≡ 1/
∑

kNk 的结果。对于单一组分

的简单系统有：

S(U, V,N) = N S

(
U

N
,
V

N
, 1

)
, (1.11)

U/N 是单位摩尔数的内能，将它记作 u：

u ≡ U

N
, (1.12)

同样，单位摩尔数对应的体积 V /N 记作 v:

v ≡ V

N
. (1.13)

因此 S(U/N,V /N, 1) ≡ S(u, v, 1) 是单位摩尔粒子数的系统的熵，记作

s(u, v):

s(u, v) ≡ S(u, v, 1). (1.14)

于是(1.11)式写为

S(U, V,N) = Ns(u, v). (1.15)

假设 IV. 在(
∂U

∂S

)
V,N1,...,Nr

= 0 （即温度为零）



Draft
Transl

at
ion

26 Chapter 1. 热力学基本问题与假设

30 稳定平衡态对应于熵的极大

值点。

31U = U(S, V,N1, . . . , Nr).

的状态下，任何系统的熵为零。

后面会看到，偏导数 (∂U/∂S)V,N1,...,Nr = 0 等价于温度 T = 0。因

此假设 IV 的内容是温度为零意味着熵为零。

应该指出，该假设表明熵 S 有确定的零点（就像 V 和 N 那样，而

不像 U）。

假设 IV 是 Planck 对 Nernst 假设或称为热力学第三定律的拓展。

它是历史上最晚提出的热力学假设，并且它与经典统计力学不一致，只有

在量子统计的框架下才能被接受。大部分热力学内容不需要该假设，我

们在第十章才开始用到它。然而它仍然是不可或缺的基本假设之一。

以上所述的四个假设就是建立热力学的逻辑基础。根据这些假设，我

们简要地重述1.9节讲过的热力学基本问题的求解方法。给定一个复合系

统，各子系统的基本方程原则上是已知的。子系统处于平衡态时，由基

本方程可以算出对应的熵。若复合系统在某些限制下达到平衡态，则每

个子系统的广延量会取特定的值以使得总体的熵最大（总熵 =各子系统

熵之和），总系统的熵是各子系统广延量的函数，对基本方程求偏导数

以计算熵的极值，再利用二阶偏导将极值点分为极大值、极小值与驻点。

在（之后）定义必要的物理概念之后，平衡态可以根据稳定性 (stability)

分类。注意，在引入稳定性的概念后，平衡态的定义会有所变化：上面

说的“平衡态”今后专指“稳定平衡态”30，而“不稳定平衡态”则表示

熵函数极大值之外的极值点。

应该指出，尽管所有热力学问题原则上都可以按上述套路求解，但

有些情况存在着其他更便利的方法，后面的章节会一一介绍。例如，有

时求 U(S, V,N1, . . . , Nr) 的极小值要比求 S(U, V,N1, . . . , Nr) 的极大值

更简单，这两种方法对应的平衡态是相同的，就像“给定面积的使得周

长最小”或“给定周长使得面积最大”所得图形都是圆一样。在后面的

章节中我们会引入更多特征函数，将它们极小化等价于将能量极小化或

将熵极大化。

基本方程有能量或熵两种形式，极值原理可以是能量取极小值或者

熵取极大值，这使得极值假设看起来更加靠谱。在电磁学和力学中，能

量是电磁学/力学参数的函数（忽略热效应），平衡条件是能量取极小值。

例如一个侧躺的圆锥体比倒放的情况更稳定，因为前者的重力势能更低。

考虑热效应之后，能量不仅仅是力学量的函数，然而根据基本方程的变

体31，能量的自变量仅仅增加了一个（熵）。将熵引入自变量后最小能量

原理就能从力学扩展到热学领域，这样就能得到热力学与力学的对应原

理——当热效应可忽略时，热平衡态条件退化到力学平衡条件。

数学告诉我们 S(U, V,N1, . . . , Nr)的极大值点对应 U(S, V,N1, . . . , Nr)

极小值点的条件是 (∂S/∂U)V,N1,...,Nr > 0. 这是引入假设 III 的动机之

一——最大熵原理对应（基本方程为 U(S, V,N, . . . ) 的）最小能量原理。
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第 II 部分和第 III 部分将从对称性根源与统计力学意义上深入探讨

熵的概念，但现在就开始的话会脱离正轨。接下来首先要从简单的基本

假设出发，导出经典热力学的丰富结论，之后再做深入讨论。

习题
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1 这里的“温度”、“压强”、“电

化学势”只是起了个名字，但本

章后面就会看到这些定义合理之

处。

2. 平衡条件

2.1 强度量

基于对过程中广延量相应变化的兴趣，我们希望能对基本方程的微

分形式进行研究。将基本方程写为

U = U(S, V,N1, . . . , Nr). (2.1)

计算一阶微分：

dU =

(
∂U

∂S

)
V,N1,...,Nr

dS+

(
∂U

∂V

)
S,N1,...,Nr

dV+
r∑

j=1

(
∂U

∂Nj

)
S,V,...,Nr

dNj .

(2.2)

上式出现的偏导数十分常用，值得用特定符号标记它们。它们称为强度

量 (intensive parameters)，记作1：(
∂U

∂S

)
V,N1,...,Nr

≡ T, 温度 (2.3)

−
(
∂U

∂V

)
S,N1,...,Nr

≡ P, 压强 (2.4)(
∂U

∂Nj

)
S,V,...,Nk,...

≡ µj , 第 j 种组分的电化学势 (2.5)

这样(2.2)式写为

dU = TdS − PdV +

r∑
j=1

µjdNj . (2.6)



Draft
Transl

at
ion

30 Chapter 2. 平衡条件

2d̄Q ≡ dU − d̄W.

稍后就会看到这样定义的温度与生理上冷热感觉的定性概念相符合，没

人愿意采用与经验相冲突的定义。不过现在暂时把温度当做一个数学定

义就行了。

类似地，后面会证明这样定义的压强与力学里的压强是一回事。人

们一般对电化学势没什么直观印象，因此最后一个定义（(2.5)式）不难

接受。

电化学势通常简称为化学势 (chemical potential)，这两个词语我们

都采用1。

根据(1.1)式，(2.6)式的 −PdV 项即为（外界对系统做的）准静态功

d̄WM。

摩尔数不变的情况下，(2.6)式化为

TdS = dU − d̄WM , 若dN1 = dN2 = · · · = dNr = 0. (2.7)

利用准静态过程热流的定义2，或者比较(2.7)式与(1.2)式可得，TdS

即为准静态热流：

d̄Q = TdS. (2.8)

流入系统的准静态热流贡献了其一部分熵增。

(2.6)式余下的一项与系统加入物质后的内能变化有关。这种能量流

动在热力学之外很少讨论（尽管容易想象），因而没有通用的名字。我们

称
∑

j µjdNj 为准静态化学功 (quasi-static chemical work)，记作 d̄Wc:

δWc ≡
r∑

j=1

µjdNj . (2.9)

因此

dU = δQ+ δWM + δWc. (2.10)

(2.6)式中的每一项——TdS,−PdV, µjdNj 都具有能量量纲。2.6节具体

讨论单位的事情。这里应该指出，由于尚未指定熵的量纲与单位，故而

温度的量纲仍悬而未决。化学势 µ 的单位与能量相同（因为粒子数是无

量纲的）。根据定义，压强的单位与力学中的一样，不同单位制的转换参

见本书封底。

1注意，有些情形（特别是固体理论领域）的“化学势”定义为电化学势 µ 减去分子
静电能量。
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2.2 状态方程

温度、压强和化学势都是基本方程对自变量 S, V,N1, . . . , Nr 的偏导

数，因此它们也是 S, V,N1, . . . , Nr 的函数，即

T = T (S, V,N1, . . . , Nr) (2.11)

P = P (S, V,N1, . . . , Nr) (2.12)

µj = µj(S, V,N1, . . . , Nr) (2.13)

上面这样将强度量用广延量表示的方程称为状态方程 (equations of state)。

单个状态方程并不包含系统所有的热力学信息，后面会看到，全体

状态方程才与基本方程一样完备描述热力学系统。

由基本方程的一阶齐次性可直接导出状态方程是零阶齐次的 (ho-

mogeneous zero order)，也就是说将系统所有广延量变化 λ 倍，强度量

仍不变：

T (λS, λV, λN1, . . . , Nr) =
∂U(λS, λV, λN)

∂(λS)

=
∂
[
λU(S, V,N)

]
λ∂S

（基本方程的一阶齐次性）

=
∂U(S, V,N)

∂S
= T (S, V,N)

T (λS, λV, λN1, . . . , Nr) = T (S, V,N1, . . . , Nr). (2.14)

可见同一系统部分与整体的温度相等，这符合温度的直观感觉。压强与

化学势同样具有(2.14)式的性质。

可以用更简明的符号简化上述式子。将广延量 V,N1, . . . , Nr 统一记

作 X1, X2, . . . , Xt，于是基本方程写为

U = U(S,X1, X2, . . . , Xt). (2.15)

强度量为：(
∂U

∂S

)
X1,X2,...,Xt

≡ T = T (S,X1, X2, . . . , Xt) (2.16)(
∂U

∂Xj

)
S,...,Xk,...

≡ Pj = Pj(S,X1, X2, . . . , Xt), j = 1, 2, . . . , t.

(2.17)

基本方程的微分形式为

dU = TdS +

t∑
j=1

PjdXj . (2.18)
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3 麻烦源于压强 P 是力学中早

已定义好了的。

注意(2.4)式有负号，但(2.17)式没有。按照热力学的体系，与强度量 T, µj

地位相同的量是负压强3 ：−P，(2.17)式中某个 Pj 代表的是 −P .

对于单组分简单系统，各方程经常用单位摩尔数的物理量表示。类

似(1.11)与(1.15)式的关系那样，单位摩尔数的内能为

u = u(s, v), (2.19)

其中

s =
S

N
, v =

V

N
(2.20)

u(s, v) =
1

N
U(S, V,N). (2.21)

(2.19)式等号两侧微分：

du =
∂u

∂s
ds+

∂u

∂v
dv, (2.22)

再结合(
∂u

∂s

)
v

=

(
∂u

∂s

)
V,N

=

(
∂U

∂S

)
V,N

= T (2.23)(
∂u

∂v

)
s

= −P (2.24)

可得

du = Tds− Pdv. (2.25)

习题

2.2-1 某系统的基本方程为

U =

(
v0θ

R2

)
S3

NV
.

（括号里的一坨都是常数，下同）

求相应的三个状态方程，并验证它们是零阶齐次的。

2.2-2 条件同 2.2-1 题，用 T, V,N 表示 µ.

2.2-3 画出 2.2-1 题的系统在恒温条件下压强关于体积的变化曲线（等温

线）。画两条温度不同的等温线，指出哪一条温度更高。
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2.2-4 某系统的基本方程为

u =

(
θ

R

)
s2 −

(
Rθ

v20

)
v2,

求三个状态方程，并证明对于该系统有 µ = −u.

2.2-5 条件同 2.2-4 问，求 µ 关于 T, P 的函数关系。

2.2-6 某系统的基本方程为

u =

(
v0θ

R

)
s2

v
es/R.

求三个状态方程。

2.2-7 观测到某系统具有如下关系：

u = Av−2es/R.

N 摩尔该物质组成的系统，初始温度 T0，初始压强 P0，经历等熵

膨胀 (S =常数) 过程，终态压强为 P0/2，求终态的温度 Tf。

答案: Tf = 2−2/3T0 = 0.63T0.

解：

U = Nu = NAv−2es/R

= A
N3

V 2
eS/(NR)

P = −
(
∂U

∂V

)
S,N

= 2AN3 1

V 3
eS/(NR).

等熵膨胀过程初末状态的熵相等：Sf = S0 ≡ S.

由已知条件 Pf = 1
2P0, 联立得

2AN3 1

V 3
f

eS/(NR) =
1

2

(
2AN3 1

V 3
0

eS/(NR)

)
→ Vf = 2

1
3V0.

T =

(
∂U

∂S

)
V,N

=
AN2

RV 2
eS/NR

Tf =
AN2

RV 2
f

eS/(NR)

=
AN2

RV 2
0

eS/(NR) 1

22/3
(Vf = 21/3V0)

= 2−2/3T0 = 0.63T0.
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2.2-8 类似(2.25)式，证明由 r 种组分组成的系统满足：

du = Tds− Pdv +

r−1∑
j=1

(µj − µr)dxj .

其中 xj ≡ Nj/N，是第 j 种组分的摩尔分数。

2.2-9 某单组分系统在绝热过程中满足 PV k = constant, 其中 k 为正的

常数，求证系统的内能为：

U =
1

k − 1
PV +Nf(PV k/Nk).

其中 f 为任意函数。

提示：由条件知 PV k 是 S 的函数，且 (∂U/∂V )S = g(S)V −k, 其

中 g(S) 是任意函数。

2.3 熵表象下的强度量

前两节的基本方程形式为 U = U(S, . . . ,Xj , . . . )，内能 U 是因变

量。基本方程还有另一种以熵 S 为因变量的形式，可以按照与前面相似

的步骤建立另一种形式，将 U 记作 X0，基本方程写为

S = S(X0, X1, . . . , Xt). (2.26)

上式取微分：

dS =

t∑
k=0

∂S

∂Xk
dXk. (2.27)

偏导数 ∂S/∂Xk 记作 Fk：

Fk ≡ ∂S

∂Xk
. (2.28)

Fk 与(2.16)、(2.17)式定义的偏导数 Pj 当然有关系，具体为：

F0 =
1

T
, Fk =

−Pk

T
(k = 1, 2, . . . ) (2.29)

读者在辨明求偏导数过程中哪些变量保持不变之后不难证明上式，相关

的微积分内容可参见附录A。上式也可通过将(2.18)式变形为 dS 的显式

形式进而比较得出。

尽管 Fk 与 Pk 关系密切，但原则上它们是截然不同的。Pk 是微分

一个关于 S, . . . ,Xj , . . . 的函数得到的，因而 Pk 是 S, . . . ,Xj , . . . 的函

数。同理，Fk 是 U, . . . ,Xj , . . . 的函数。前一种情况里熵 S 是独立变量
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中的一个，后者当中内能 U 是独立变量。在热力学的推导/计算过程中

必须明确选定其中一种独立变量的集合，并且从一而终不能改变。同一

问题混用两套独立变量是许多疑难的万恶之源。

如果选择熵 S 为因变量，因而内能为独立变量，基本方程为 S =

S(U, . . . ,Xk, . . . )，则称为在熵表象 (entropy representation)下分析问题。

如果选择能量为因变量，熵为独立变量，基本方程 U = U(S, . . . ,Xk, . . . )，

则称为在能量表象 (energy representation) 下分析。

热力学的标准理论在两种表象下都可以建立，但特定问题在某一表

象下可能大大简化。因此我们平行发展两套表象理论，而且在一种表象

下详细讨论之后，转化到另一套表象是比较容易的。

• 关系式 S = S(X0, . . . , Xj , . . . )称为熵的热力学基本关系 (entropic

fundamental relation),

• 独立变量集合 X0, . . . , Xj , . . . 称为熵的广延量 (entropic extensive

parameters),

• F0, . . . , Fj , . . . 称为熵的强度量 (entropic intensive parameters)。

类似地，

• 关系式 U = U(S,X1, . . . , X, . . . ) 称为能量的热力学基本关系 (en-

ergetic fundamental relation)，

• S,X1, . . . , X, . . . 称为能量的广延量 (energetic extensive parame-

ters)，

• T, P1, . . . , Pj , . . . 称为能量的强度量 (energetic intensive parame-

ters)。

习题

2.3-1. 某系统的基本方程为

u =

(
v
1/2
0 θ

R3/2

)
s5/2

v1/2
.

求熵表象下的三个状态方程。

答案

1

T
=

2

5

(
v
1/2
0 θ

R3/2

)−2/5
v1/5

u3/5

µ

T
= −2

5

(
v
1/2
0 θ

R3/2

)−2/5

u2/5v1/5

2.3-2. 作出压强恒定条件下温度随体积的关系曲线（等压线），画出两条

压强不同的等压线，指出哪条的压强更大。
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4 一直以来原文采用的都是

maximize（最大化），但使用的
数学条件是极大值条件 dS =

0, d2S < 0. 因此这里译作极大
值。

2.3-3. 某系统的基本方程为

u =

(
θ

R

)
s2e−v2/v20

求熵表象下的三个状态方程。

2.3-4. 某系统的基本方程为

S = AUnV mN r

其中 A 是正的常数。热力学基本假设要求 n,m, r 必须满足什么条

件？如果要求在 N 一定的条件下 P 关于 U/V 单调递增（这个条

件是稳定性条件的要求，见第 8 章），则 n,m, r 必须满足什么条

件？明确起见，能量的零点规定在零温状态。

2.3-5. 某系统的基本方程为

S

R
=
UV

N
− N3

UV
.

(a) 验证熵表象下的三个状态方程是零阶齐次的。

(b) 求证温度是正的。

(c) 求“力学状态方程”P = P (T, v).

(d) 求 P − v 平面上绝热线（即等熵线）的形式。

2.4 热平衡态——温度

下面讨论关于熵的极值原理的一些有趣的应用。考虑一个封闭的简

单复合系统，它的两个子系统由固定且不可透过物质的透热壁分隔，因

此子系统的体积与摩尔数恒定，但内能 U (1), U (2) 可变，复合系统的封

闭性要求

U (1) + U (2) =常数. (2.30)

如何求出平衡状态下子系统的内能 U (1), U (2)？根据基本假设，平衡态对

应的 U (1), U (2) 使复合系统的熵取极大值4。根据极值条件，平衡状态下

子系统之间无穷小的能量传递不改变复合系统的熵，即

dS = 0. (2.31)

由熵的可加性，复合系统的熵即为两个子系统熵之和：

S = S(1)(U (1), V (1), . . . , N
(1)
j , . . . ) + S(2)(U(2), V (2), . . . , N

(2)
j , . . . ).

(2.32)
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5 当然还有 V (1), N
(1)
k , . . .，不

过它们都是常数。

6 能量 U 作为独立变量之一。

U (1), U (2) 的微小变化造成熵的变化为

dS =

(
∂S(1)

∂U (1)

)
V (1),...,N

(1)
j ,...

dU (1)+

(
∂S(2)

∂U (2)

)
V (2),...,N

(2)
j ,...

dU (2) (2.33)

利用温度的定义，上式化为

dS =
1

T (1)
dU (1) +

1

T (2)
dU (2). (2.34)

由能量守恒（(2.30)式）可得

dU (2) = −dU (1). (2.35)

故而

dS =

(
1

T (1)
− 1

T (2)

)
dU (1). (2.36)

平衡条件(2.31)式要求 dU (1) 取任意值都有 dS = 0，因此

1

T (1)
=

1

T (2)
. (2.37)

这就是平衡态条件。如果各子系统的基本方程已知，则 1/T (1)是关于 U (1)

的已知函数5，同样，1/T (2) 也是 U (2) 的已知函数。方程 1/T (1) = 1/T (2)

是关于 U (1), U (2) 的等式。守恒条件 U (1) + U (2) = 常数 提供第二个等

式，这样 U (1), U (2) 原则上即可解出。给出基本方程的特定形式后就能

解出 U (1), U (2) 的值。在实际应用中系统的基本方程可以通过经验观测

（测量方式见后文）或者统计力学模型导出。这样热力学理论就能给出确

定的定量预言。

(2.37)式可以写为 T (1) = T (2)，前面将它写成 1/T (1) = 1/T (2) 是为

了强调分析过程是在熵表象下进行的6，1/T (1) 意味着它是 U (1), V (1), . . .

的函数，而 T (1) 是 S(1), V (1), . . . 的函数。不过(2.37)式的物理意义仍然

是两个子系统在平衡态下的温度相等。

这个问题的二阶内容是研究平衡态的稳定性。上面的平衡态只利用

了极值条件 dS = 0，但基本假设的内容是熵取极大值。极大值的条件除

了 dS = 0 之外还有

d2S < 0. (2.38)

这一条件与平衡态的稳定性有关，具体内容在第 8 章讨论。
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7 从后面的统计力学的角度可见

这个选择非常具有物理意义。

8 力矩：牛顿·米 (N · m)，功：
焦 (J)

2.5 温度定义与直观概念的一致性

上一节的例子表明两个由透热壁分隔的系统达到平衡态时它们的温

度相等，这是温度的定义与直观概念相符合的几个证据之一。

进一步考虑上面的例子。假设初始时两个被绝热壁分隔的子系统有

微小的温度差，不妨设

T
(1)
0 > T

(2)
0 . (2.39)

由绝热壁的限制，初始时系统处于平衡态。移除内部的绝热壁限制后系

统不再是平衡态，子系统之间有热量流动，复合系统的熵增加。系统最

终的平衡态为 T (1) = T (2)，或者复合系统的熵取（相应限制之下的）极

大值。末态与初态熵的差值记作 ∆S，则

∆S > 0. (2.40)

但是根据(2.36)式，

∆S ≈

(
1

T
(1)
0

− 1

T
(2)
0

)
∆U (1). (2.41)

其中 T
(1)
0 , T

(2)
0 是温度的初始值。根据条件 T

(1)
0 > T

(2)
0 可得

∆U (1) < 0. (2.42)

这意味着热量从系统 1 传递到系统 2。由此推论热量从温度高的系统流

向温度低的系统。这再次与温度的直观概念相符。应该注意，这个结论

不依赖于 T (1), T (2) 相差很小的假设，这个假设只是为了计算简明，一般

情况进行积分即可。

基于生理学冷热的温度的直观概念有两个基本特征。第一，温度是

强度量，系统部分与整体的温度相等。第二，热量从高温系统向低温系

统传递。这些特征要求平衡状态下温度相等且具有均匀性。温度的定量

定义符合上述要求。

2.6 温度单位

温度的单位是能量单位除以熵的单位，熵的单位尚未指定，实际上

熵的单位怎样都可以。因为熵乘以任意有量纲常量所得具有新量纲的函

数满足同样的极值原理——因此与熵等价。为了消除这个任意性，我们

指定熵是无量纲的7。因而温度的量纲与能量相同。注意，就像力矩和功

量纲相同但性质不同、单位也不同8那样，温度与能量也要清楚区分。能

量与温度的量纲 (dimensions)都是 [质量 · (长度)2/(时间)2].能量的单位
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9 需要注意的是，对物理量量纲和

单位的理解并不是唯一的。另一

种常见的理解是，单位只是用以

描述具有某种量纲的物理量时所

必须的一个结构原件，即“数-单
位”，并不承载其所描述的物理量

的具体性质。具有相同量纲的单

位一定可以相互替代，比如文中

提到的N · m和J，或J和K。

10 通常译为摄氏温标，本文统一

采用英文名称。

11 通常译为摄氏温度。

(units) 是焦耳、尔格和卡路里什么的。温度的单位下面讨论9。

第 4 章会介绍 Carnot 热机，那里会证明一台与两个热力学系统接

触而做功的热机的最大效率由两系统温度的比值完全确定。因此热力学

理论提供了测量任意两个热力学系统温度比值的实验方法。

二系统温度比值的可测量性有许多直接推论。首先温度的零点是唯

一确定的，不能任意钦点或“移动”。其次，我们可以自由地指定任一状

态的能量为某个定值，然后其它所有状态的温度都因之确定下来。

同样，温度的计量标准（简称温标，就是温度单位）在指定参考系

统某一标准状态的温度之后就完全确定。

不同标准状态的不同钦点温度造成了不同的热力学温标，但是所有

热力学温标在 T = 0 处都是一致的。此外，根据(1.7)式，系统的温度不

能低于 0。热力学温度内禀的非负性与所有观测高度一致。

国际单位制 (Système International (SI) system)中的温标为 Kelvin

温标，指定纯水、冰与水蒸气的三相平衡态的温度为 273.16，该参考状

态称为“三相点 (triple points)”。相应的温度单位称为 kelvin，记作 K.

同一量纲的两个单位——kelvin与 joule（焦耳）之间的比值为1.3806 × 10−23 J/K.

这个比值称为 Boltzmann 常数，记作 kB，因此 kBT 是一个能量值。

Rankine 温标将水的三相点温度钦点为 9
5 × 273.16 = 491.688 °R。

Kelvin 温度乘以 9
5 就等于 Rankine 温度。

实际应用的“国际 Kelvin 温标”与上文的“绝对”Kelvin 温标关系

密切，国际 Kelvin 温标在不同的温度范围利用特定系统分别进行定义，

并且保证与（绝对）Kelvin 温标尽量接近。它的优点是提供了不同温度

区间内可重复的温度测量实验标准。然而从热力学观点看，它并非真实

的热力学温标，因为它与 Kelvin 温标稍有偏差，使得温度之比不符合热

力学理论。

日常生活中的温度无论用 Kelvin 还是 Rankine 温标表示数值都很

大。例如室温大约是300K或540 °R. 因此为了方便，人们又定义了两种

衍生温标。Celsius 温标10定义为

T (◦C) = T (K)− 273.15. (2.43)

其中 T (◦C) 称为“Celsius 温度”11，单位称为“Celsius 度（摄氏度）”，

记作 (◦C. Celsius 温标的零点不同于热力学温度的零点，因此 Celsius

温标绝不是热力学温标。存在零下的 Celsius 温度，零 Celsius 度可以达

到，Celsius 温度的比值不符合热力学理论。只有 Celsius 温度差才有热

力学意义。

根据定义，水的三相点（冰、水及水蒸气混合物处于平衡态）的“温

度”为0.01 ◦C。压强保持1 atm不变的冰水混合物系统温度更接近0 ◦C，小
数点后第三位才非零。1 atm下沸腾的水温度非常接近100 ◦C. 这两个巧
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12 这个断言并不完整。为了准确

测定温度，我们不止需要指定温

度的特殊点，还需要指定测温物

质和测温属性。例如，单纯利用

物体的热膨胀测温，那么水银温

度计和酒精温度计将会给出不同

的温度结果。而热力学温标与测

温物质无关的特性，使得它在物

理中被广泛运用。

13 通译为华氏温标。

14 如果没有特别说明，本节的壁

都是不可透过物质的。

合源自 Celsius 温标的历史进程2。在意识到温度的零点唯一之前，人们

确定温标需要指定两个特定温度（而非一个）12。Anders Celsius在 1742

年将0 ◦C，100 ◦C指定为上述两个状态。

实践中常用的还有 Fahrenheit 温标13，定义为

T (°F) ≡ T (°R)− 459.67 =
9

5
T (◦C) + 32. (2.44)

1 atm下冰水混合物的 Fahrenheit温度大约是32 °F. 1 atm下沸水约为212 °F,

室温在70 °F左右。Fahrenheit温标的“巧合”在于1 atm下冰与盐水混合
物为0 °F附近，奶牛的体温（直肠温度）大概是100 °F.

尽管前面已经利用热力学基本关系的偏导数正式定义了温度，我们

现在简要回顾引入温度概念的通常方法（由 Kelvin 和 Caratheodory 建

立）。热流 d̄Q 按照前面能量守恒的方法定义。考虑一个热力学循环过
程，可推断出存在一个将不完整微分 d̄Q 转换成全微分 dS 的积分因子，

记做 1/T

dS =
1

T
d̄Q. (2.45)

从而我们便从 Pfaffian 型微分方程积分因子的存在性引入了温度和熵的

概念。

2.7 力学平衡

本节我们将通过一个更为简单的例子来阐明熵的极值原理的应用。

考虑一个封闭的复合系统，它的两个子系统由可移动的透热壁分隔14，子

系统的摩尔数是定值，但各自的内能 U (1), U (2) 可以改变，系统的封闭

性要求

U (1) + U (2) =常数. (2.46)

体积 V (1), V (2) 也可变，封闭性也要求

V (1) + V (2) =常数. (2.47)

熵的极值原理要求无穷小的传热或无穷小的体积改变造成的熵变均为

零，即

dS = 0. (2.48)

2这方面的历史可见 E. R. Jones, Jr., The Physics Teacher 18, 594 (1980).
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15 当然还有摩尔数 N，不过它

们都是常数。

其中

dS =

(
∂S(1)

∂U (1)

)
V (1),...,N

(1)
k ,...

dU (1) +

(
∂S(1)

∂V (1)

)
U(1),...,N

(1)
k ,...

dV (1)

+

(
∂S(2)

∂U (2)

)
V (2),...,N

(2)
k ,...

dU (2) +

(
∂S(2)

∂V (2)

)
U(2),...,N

(2)
k ,...

dV (2)

(2.49)

由封闭性条件可得

dU (2) = −dU (1) (2.50)

dV (2) = −dV (1) (2.51)

于是

dS =

(
1

T (1)
− 1

T (2)

)
dU (1) +

(
P (1)

T (1)
− P (2)

T (2)

)
dV (1) = 0 (2.52)

因 dU (1), dV (1) 任意取值，故而相应系数为零，即

1

T (1)
− 1

T (2)
= 0 (2.53)

P (1)

T (1)
− P (2)

T (2)
= 0 (2.54)

上两式是熵表象下平衡态条件的标准形式，它们可以化为更直接的形式：

T (1) = T (2) (2.55)

P (1) = P (2) (2.56)

温度相等正是上一节导出的透热壁平衡态的条件。新条件——压强相等

对应于壁的可移动特征，压强相等也是力学的平衡条件，由此可见我们

定义的压强与力学中压强的一致性。

在熵表象中，1/T (1) 是 U (1), V (1) 的函数15（即熵的状态方程），

因此(2.53)式是 U (1), V (1), U (2), V (2) 之间的方程。同样，P (1)/T (1) 是

U (1), V (1) 的函数，(2.54)式是 U (1), V (1), U (2), V (2) 之间的方程。再加上

两个守恒方程(2.46), (2.47)式就构成了四个方程，可以求解四个未知函

数 U (1), V (1), U (2), V (2). 这就是热力学理论解决这类问题的基本框架，在

给定具体的基本方程或状态方程之后即可求解。

子系统由可移动的绝热壁（而非透热壁）分隔的情形十分微妙，我

们在进一步学习热力学体系之后再来考虑，习题 2.7-3 初步介绍了微妙

之处，习题 5.1-2 深入讨论。
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图 2.1: 例 2.7-1 图：三个体积耦合的系统。

■例 2.1 如图，三个圆柱体的横截面积相同，由活塞封印着一定气体（气

体的组分不必相同）。活塞通过刚性杠杆连接，它们的“力臂”（即连接

点到支点的距离）之比为 1 : 2 : 3。圆柱体放置在质量可忽略的传热板

上，板的唯一作用是使三个圆柱体系统可以传热，其它物理效果可忽略。

整个大系统是孤立的，活塞不受外部压强影响。求平衡态下三个圆柱体

的压强之比与温度之比。

解

封闭性条件要求总能量守恒：

δU (1) + δU (2) + δU (3) = 0.

活塞之间通过杠杆连接，使得三个圆柱体体积变化的关系为

δV (2) = 2δV (1)

δV (3) = −3δV (1)

于是熵的极值条件可化为

δS =
1

T (1)
δU (1) +

1

T (2)
δU (2) +

1

T (3)
δU (3) +

P (1)

T (1)
δV (1)

+
P (2)

T (2)
δV (2) +

P (3)

T (3)
δV (3) = 0

δS =

(
1

T (1)
− 1

T (3)

)
δU (1) +

(
1

T (2)
− 1

T (3)

)
δU (2)

+

(
P (1)

T (1)
+ 2

P (2)

T (2)
− 3

P (3)

T (3)

)
δV (1) = 0

δU (1), δU (2), δV (1) 相互独立，可任意取值，因此上式意味着它们的系数

均为零。δU (1) 的系数为零可得 T (1) = T (3)，δU (2) 可得 T (2) = T (3)，

δV (1) 的系数为零结合三个系统温度相等可得

P (1) + 2P (2) = 3P (3).
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16 为 避 免 与 子 系 统 编 号

(1), (2) 混淆，本节用希腊字母

α, β, γ, . . . 标记不同的物质组

分，而非采用原书的数字下标。

考虑到力学中的杠杆平衡原理，上面的平衡条件在意料之中。若已知状

态方程就可将上式化为三个系统体积的等式。 ■

2.8 存在物质交换时的平衡态

化学势的含义要从存在物质流动的情况考虑。设想由不可移动的透

热壁分隔的两个简单系统，且第 α 种物质组分16可以透过壁，其他组分

Nβ, . . . 不可透过，这个复合系统的平衡态条件是参量 U (1), U (2), N
(1)
α , N

(2)
α ，

复合系统熵的微分为

dS =
1

T (1)
dU (1) − µ

(1)
α

T (1)
dN (1)

α +
1

T (2)
dU (2) − µ

(2)
α

T (2)
dN (2)

α (2.57)

封闭性条件为

dU (2) = −dU (1) (2.58)

dN (2)
α = −dN (1)

α (2.59)

于是

dS =

(
1

T (1)
− 1

T (2)

)
dU (1) −

(
µ
(1)
α

T (1)
− µ

(2)
α

T (2)

)
dN (1)

α . (2.60)

对任意 dU (1), dN
(1)
α 有 dS = 0，因此平衡条件为

1

T (1)
=

1

T (2)
(2.61)

µ
(1)
α

T (1)
=
µ
(2)
α

T (2)
, (因此µ(1)α = µ(2)α ) (2.62)

就像温度可以看做热流的“势”，压强为体积变化的“势”那样，化学势

可以视为物质流动的“势”。化学势的差值是造成物质流动的“广义力”。

物质流动的方向与化学势的关系可以用2.5节分析热流的方法导出。

设子系统温度相等 T (1) = T (2)，(2.60)式化为

dS =
µ
(2)
α − µ

(1)
α

T
dN (1)

α (2.63)

如果 µ
(1)
α > µ

(2)
α ，则由于 dS > 0, 故而 dN

(1)
α < 0，即物质从高化学势流

向低化学势的地方。

之后会看到化学势除了提供物质流动的“广义力”之外，还与物质

相变以及化学反应有关，“化学势”的名字正是源自它在理论化学中的重

要地位。

化学势的单位是 Joule 每摩尔（或任意的能量单位每摩尔）。
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17 这当然不是化学反应最一般

的边界条件，一般情况下容器是

开放的，可以与外界交换能量，体

积也可改变。我们在 6.4 节讨论
这种开放条件下的反应。

2.9 化学平衡

发生化学反应的系统的热力学描述与前面的复合系统相似，它的平

衡条件仍然由化学势 µ 的方程表示——这也是化学势名字的来源。

在化学反应过程中，系统物质组分的摩尔数发生变化，有些增加有

些减少。摩尔数之间的变化关系由化学反应方程决定，例如

2H2 + O2 ⇋ 2H2O (2.64)

再比如

2O ⇋ O2 (2.65)

第一个方程里，氢分子、氧分子与水分子变化量之比为 −2 : −1 : +2. 一

般形式是，对于 r 种物质参与的化学反应有：

0 ⇋
∑
j

νjAj . (2.66)

其中 νj 称为“计量系数 (stoichiometric coefficients)”，例子中氢分子、

氧分子与水分子的计量系数分别为 −2,−1,+2. Aj 表示化学势，上例中

A1 = H2, A2 = O2, A3 = H2O. 如果从反方向考虑化学反应（例如水离

解成氢气氧气），则 νj 反号。νj 没有绝对的正负性，只有相对的正负才

有意义。

系统的基本方程为

S = S(U, V,N1, N2, . . . , Nr). (2.67)

假设整个反应体系处于封闭的刚性绝热容器中，系统的总能量 U，总体

积 V 不变。17

化学反应造成的熵变为

dS = −
r∑

j=1

µj
T
dNj . (2.68)

注意，摩尔数的改变与计量系数 νj 成正比，设比例系数为 dN̄，则

dS = −dN̄
T

r∑
j=1

µjνj (2.69)

因而熵的极值原理表明平衡条件为

r∑
j=1

µjνj = 0. (2.70)
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若系统的状态方程已知，则由平衡条件(2.70)式可以解出平衡状态下各

组分的摩尔数。

下面举一个例子。设一个封闭容器内有氢气、氧气与二氧化碳，并

进行如下反应：

H2 +
1

2
O2 ⇋ H2O

CO2 + H2 ⇋ CO + H2O

CO +
1

2
O2 ⇋ CO2

(2.71)

平衡条件为

µH2 +
1

2
µO2

= µH2O

µCO2
+ µH2 = µCO + µH2O

µCO +
1

2
µO2

= µCO2

(2.72)

上面只有两个独立方程（第一个方程是后两个方程的和，第一个化学反

应是后两个反应的净结果）。开始反应时氢气、氧气与二氧化碳物质的

量之比（可人为控制任意改变）提供另外三个条件。于是有五个未知量

（H2, O2, H2O, CO2, CO 的量），五个方程，原则上可以解出。

通常情况在开放容器中的化学反应终态的温度与压强均为定值。因

此尽管未知量增加了两个（能量与体积），但 T 与 P 的关系提供了两个

新条件，问题同样可以求解。

关于化学反应更详尽的讨论见6.4节。现在只需要记住化学势在物质

流动和化学反应中的角色就像温度在热量流动、压强在体积变化中一样。
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3. 形式关系与样例系统

3.1 热力学 Euler 方程

上一章从基本假设出发解出了平衡态条件，下面深入探究基本方程

的数学特征。

基本方程的一阶齐次性使得它可以写成更方便的形式，称为 Euler

形式。

从一阶齐次性的定义出发，对任意常数 λ 都有:

U(λS, λX1, . . . , λXt) = λU(S,X1, . . . , Xt). (3.1)

等式两侧对 λ 求导：

∂U(. . . , λXk, . . . )

∂(λS)

∂(λS)

∂λ
+
∂U(. . . , λXk, . . . )

∂(λXj)

∂(λXj)

∂λ

+ · · · = U(S,X1, . . . , Xt) (3.2)

∂U(. . . , λXk, . . . )

∂(λS)
S +

t∑
j=1

∂U(. . . , λXk, . . . )

∂(λXj)
Xj

= U(S,X1, . . . , Xt) (3.3)

方程对任意 λ 都成立，取 λ = 1 可得：

(
∂U

∂S

)
S +

t∑
j=1

∂U

∂Xj
Xj + · · · = U (3.4)

U = TS +

t∑
j=1

PjXj (3.5)
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1 若 函 数 f(x, y, . . . ) 满 足

f(λx, λy, . . . ) = λnf(x, y, . . . ),
则 f 称为 n阶齐次的。齐次函数

Euler定理为 x ∂f
∂x

+y ∂f
∂y

+· · · =
nf .

对于简单系统，上式写为

U = TS − PV + µ1N1 + · · ·+ µrNr (3.6)

(3.5)或(3.6)式是齐次函数 Euler 定理1的一阶齐次情形在热力学理论的

应用。公式的推导过程即为齐次定理的证明过程。(3.5)或(3.6)式称为（热

力学）Euler 关系。

类似地，熵表象下 Euler 关系的形式为

S =

t∑
j=0

FjXj (3.7)

S =

(
1

T

)
U +

(
P

T

)
V −

r∑
k=1

(µk
T

)
Nk. (3.8)

习题

3.1-1. 写出习题 1.10-1 当中具有物理意义的基本方程的 Euler 形式。

3.2 Gibbs-Duhem 关系

第二章导出了用温度、压强和化学势表示的平衡条件。这些强度量

的引入过程比较相似，事实上，它们的形式体系也是对称的。尽管号称

有对称性，但我们对温度与压强有着非常直观的感受，而对化学势就差

了一点。有趣的是，这些强度量之间不是完全独立的，它们之间存在函

数关系，例如单组分系统的化学势 µ 可表示为 T, P 的函数。

这种关系是基本方程一阶齐次性的结果。考虑某一单组分系统，基

本方程可写为 u = u(s, v)（即(2.19)式）；三个强度量也都是 s, v 的函数，

原则上这三个状态方程

T = T (u, v)

P = P (u, v)

µ = µ(u, v)

可消去 u, v 形成一个关于 T, P, µ 的方程。

容易推广到一般情况，关键还是数清楚变量与方程的数目。设基本

方程具有 t+ 1 个广延量：

U = U(S,X1, X2, . . . , Xt). (3.9)

由此产生 t+ 1 个状态方程：

Pk = Pk(S,X1, X2, . . . , Xt). (3.10)
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2 状态方程：强度量作为广延量

的函数

令(2.14)式中的任意参量 λ 为 λ = 1/Xt，可得

Pk = Pk

(
S

Xt
,
X1

Xt
, . . . ,

Xt−1

Xt
, 1

)
. (3.11)

可见这 t+1 个强度量都是关于 t 个变量的函数，从 t+1 个方程中消去

t 个变量就得到强度量之间的关系。

知道基本方程的具体形式就能求出强度量之间关系的具体形式。给

定基本方程之后的套路即为 (3.9) ∼ (3.11) 式的过程。

这种关系的微分形式（称为 Gibbs-Duhem 关系）可以从 Euler关

系直接导出。对(3.5)式微分得到

dU = T dS + S dT +
t∑

j=1

Pj dXj +
t∑

j=1

Xj dPj . (3.12)

由(2.6)式可得

dU = T dS +
t∑

j=1

Pj dXj . (3.13)

以上两式相减即得到 Gibbs-Duhem 关系：

S dT +

t∑
j=1

Xj dPj = 0. (3.14)

对于单组分简单系统有

S dT − V dP +N dµ = 0. (3.15)

或者

dµ = −sdT + v dP (3.16)

可见化学势的变化与温度及压强的变化有关，而非独立变化，并且 µ, T, P

三者中已知任何两个的变化就能确定其余一个的变化。

Gibbs-Duhem 关系是强度量之间关系的微分形式，将该式积分即

得到显式形式，这是除 (3.9) ∼ (3.11) 式外的另一种计算套路。Gibbs-

Duhem 关系的积分：

∫
S(T, P1, . . . , Pt)dT +

t∑
j=1

∫
Xj(T, P1, . . . , Pt)dPj = 0

需要知道各广延量 Xj 用强度量 Pj 表示的形式，这可以从状态方程
2解

出。因此积分 Gibbs-Duhem 关系必须知道系统的状态方程。
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系统可独立变化的强度量个数称为系统的热力学自由度 (thermody-

namic degrees of freedom)。一个具有 r 种组分的简单系统的热力学自由

度为 r + 1.

熵表象下的 Gibbs-Duhem 关系依旧表示为全体广延量与相应强度

量微分之积的和为零：

t∑
j=0

Xj dFj = 0 (3.17)

U d
(
1

T

)
+ V d

(
P

T

)
−

r∑
k=1

Nk d
(µk
T

)
= 0 (3.18)

习题

3.2-1. 某系统的基本方程为

U =

(
v20θ

R3

)
S4

NV 2

求 T, P, µ 之间的函数关系。

3.3 形式关系总结

现在总结一下能量表象的热力学体系结构。简明起见，考虑单组分

的简单系统，它的基本方程

U = U(S, V,N) (3.19)

包含了该系统所有的热力学信息。定义了温度 T ≡ ∂U/∂S 等强度量之

后，从基本方程可以导出三个状态方程：

T = T (S, V,N) = T (s, v) (3.20)

P = P (S, V,N) = S(s, v) (3.21)

µ = µ(S, V,N) = µ(s, v) (3.22)

如果三个状态方程均已知，将它们带入 Euler 关系，即可重新得到基本

方程。因此三个状态方程整体等价于基本方程，二者都蕴含系统的全部

热力学信息，单个的状态方程的热力学信息量少于基本方程。

如果已知两个状态方程，带入 Gibbs-Duhem 关系再积分即可得到

第三个，只是这样得到的状态方程含有一个未定的积分常数。因此两个

状态方程（几乎）能够确定基本方程，只差一个未定常数。

当已知两个状态方程时，推导基本方程有更直接、更便利的方法（当

然，该方法与利用 Gibbs-Duhem 关系的途径在逻辑上是等价的）：直接
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图 3.1

3 这来自求解偏微分方程 U =

U(∂U/∂S) 留下的“积分常数”。

积分单位摩尔数的热力学关系：

du = T ds− P dv. (3.23)

将已知的两个状态方程 T = T (s, v), P = P (s, v)带入上式，即得到 u, s, v

之间的微分方程，再积分就得到

u = u(s, v). (3.24)

这正是基本方程。当然，这个方程里有一个未定的积分常数。

内能总可以表为除了 S, V,N 以外的其它参量的函数。例如 U =

U(S, V,N)与 T = T (S, V,N)联立消去 S 得到方程 U = U(T, V,N). 不

过，必须强调的是，这样的方程并非基本方程，不包含全部热力学信息。

比如，在考虑到 T ≡ ∂U/∂S 之后，U = U(T, V,N) 实际上是个偏微分

方程。即使它可积，积出的基本方程也带有未定函数。

如果基本方程 U = U(S, V,N) 已知，则相应的 U = U(T, V,N)

唯一确定；但反之不然，确定的 U = U(T, V,N) 并不唯一对应 U =

U(S, V,N). 它们携带着的都是正确的信息. U = U(S, V,N) 与 U =

U(T, V,N) 都是正确的，但只有前者含有最完整的信息。

上述内容可以用如下的图例简单说明。设 V,N 不变，内能 U 只

随 S 变化，相应的 U -S 函数图像如图 3.1(a) 中的实线，这条曲线唯一

确定了图 3.1(b) 所示的 U -T 曲线，因为 U(S) 每一点都有确定的斜率

T ≡ ∂U/∂S, 从而决定了 U(T )。但如果反过来，已知 U(T ) 函数（亦即，

一个状态方程），能否决定 U(S)? 当然不能。图 3.1(a) 中的每条虚线之

间之差一个“平移”3，它们在相同的 U 处的斜率相等，都能导出给定

的 U(T )。因此，图 3.1(a) 可以导出 3.1(b)，反之则不然。等价的说法

是，只有 U = U(S) 才是基本关系。接下来在讨论几个特定的热力学样

例系统后，我们将建立正式的理论结构。

■例 3.1 某热力学系统满足条件

U =
1

2
PV,
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T 2 =
AU3/2

V N1/2
.

其中 A 是大于零的常数。求系统的基本方程。

解

已知条件中出现的独立变量为 U, V,N，因此采用熵表象求解，首先

将这两个已知方程化为熵表象标准形式：

1

T
= A−1/2u−3/4v1/2

P

T
= 2A−1/2u1/4v−1/2

单位摩尔数基本方程的微分形式（类比(3.23)式）为

ds =
1

T
du+

P

T
dv

= A−1/2(u−3/4v1/2du+ 2u1/4v−1/2dv)

= 4A−1/2d(u1/4v1/2)

解得

s = 4A−1/2u1/4v1/2 + s0

→ S = 4A−1/2U1/4V 1/2N1/4 +Ns0

当然还有另一种做法：首先对 Gibbs-Duhem 关系积分从而得到 µ(u, v)，

然后将所得的三个状态方程带入 Euler 方程。读者应该尝试一下。

读者还应该注意例题中积分 ds 得到 s 的过程。ds 关于 du 与 dv 的

等式是一个偏微分方程，它不能逐项积分，也不能用求解常微分方程的常

用套路。我们通过“观察”对该方程进行积分，“恰好”发现 u−3/4v1/2du+

2u1/4v−1/2dv 正是 d(u1/4v1/2). 所以老师都不太愿意编习题

■

习题

3.4 单组分/多组分简单理想气体

单一组分简单理想气体可以用两个方程来描述：

PV = NRT (3.25)

U = cNRT (3.26)

其中 c是常值，R是一个普适的气体常数——热力学常数 (R = NAkB =

8.3144 J/mole K).
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上面的是比较理想化的方程。在现实世界中，人们发现，单原子气

体 (比如 Ar、He) 有可能符合方程(3.25)(3.26)，如果其温度和压力再满

足一定要求的话，具体而言，就是 kBT 相较于电子激发能而言很小 (比

如当 T ≲ 104 K)而且压强相对较低，那么该气体就会符合上面的两个方

程. 此外，对所有的这种单原子气体都有 c = 3
2 .

在一些更苛刻的条件下，其他的真实气体也有可能满足简单理想气

体方程(3.25)(3.26)，但是其 c 有可能不再是 3/2. 举个例子，双原子气

体 (比如 NO、O2) 的 c 在一个很大的温度范围内约为 5/2，在更高的温

度下其 c 约为 7/2(两种情况的分界温度数量级一般在 103K)。

通过方程(3.25)(3.26)可以确定基本方程. 方程(3.26)中内能 U 的形

式很简单，这就启示我们：在熵表象下处理问题可能会更简单。将方程

重写为合适的形式：

1

T
= cR

(
N

U

)
=
cR

u
(3.27)

P

T
= R

(
N

V

)
=
R

v
(3.28)

如果将这两个熵状态方程代入 Gibbs-Duhem 关系式并积分，我们

应该能得到第三个状态方程

µ

T
= u, v的函数 (3.29)

Gibbs-Duhem 关系式是：

d
(µ
T

)
= ud

(
1

T

)
+ v d

(
P

T

)
(3.30)

最后这三个状态方程会被代入 Euler 方程,Euler 方程为:

S =

(
1

T

)
U +

(
P

T

)
V − µ

T
N (3.31)

现在我们来实打实地干一番：将(3.25)(3.26)代入 Gibbs-Duhem 关

系式可得：

d
(µ
T

)
= µ×

(
−cR
u2

)
du+ v×

(
−R

v2

)
dv = −cRdu

u
−Rdv

v
(3.32)

积分之后得

µ

T
−
(µ
T

)
0
= −cR ln u

u0
−R ln v

v0
(3.33)

其中 u0, v0 是一个固定的参考态，
(µ
T

)
0
即随之产生的积分常数. 然后
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由 Euler 方程(3.31)可得

S = Ns0 +NR ln
[(

U

U0

)c( V
V0

)(
N

N0

)−(c+1)
]

(3.34)

其中

s0 = (c+ 1)R−
(
µ0
T0

)
(3.35)

方程(3.34)就是要求的基本方程；如果积分常数 s0已知，那么方程(3.34)就

包含了简单理想气体所有的热力学信息.

这种方式并非唯一的求解办法，甚至也非最常用的. 更直接的办法

是将下式 (摩尔量方程, molar equation) 积分

ds =
(
1

T

)
du+

(
P

T

)
dv (3.36)

在目前的问题中（理想气体），它变为

ds = c

(
R

u

)
du+

(
R

v

)
dv (3.37)

积分后得

s = s0 + cR ln
(
u

u0

)
+R ln

(
v

v0

)
(3.38)

这个方程与(3.34)等价.

应当注意，方程(3.37)是逐项可积的，但例 3 会提到，这样的方法

在更一般的情况下无法实现. 方程(3.37)中，独立变量 u, v 的分离是一

种巧合，这完全是由理想气体方程的特殊性所致. 这种特殊性使得方

程(3.37)可以逐项积分.

两种或多种简单理想气体的混合物——“多组分简单理想气体”——

可以由一个基本方程描述. 为了使形式更加简单，基本方程写成了参数

形式，其中温度 T 作为参数。

S =
∑
j

Njsj0 +

∑
j

Njcj

R ln T

T0
+
∑
j

NjR ln
(

V

Njv0

)

U =

∑
j

Njcj

RT

(3.39)

将 T 从这两个方程中消去，就得到一个具有标准形式 S = S(U, V,N1, N2, · · · )

的方程.

观察(3.39)中关于某一种理想气体的项, 并与该气体单独存在时的熵
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图 3.2: 分离混合理想气体，用以证明 Gibbs 定理。

表达式作比较，可以发现如下事实 (通常称作 Gibbs 定理)：理想气体混

合物的熵是其中每一种气体在温度为 T 下、单独占据体积 V 时的熵之

和. 这个定理对所有的理想气体都成立 (见第 13 章).

有趣的是，如果将方程(3.39)写成如下形式:

S =
∑
j

Njsj0+

∑
j

Njcj

R ln T

T0
+NR ln V

Nv0
−R

∑
j

Nj ln Nj

N

(3.40)

则最后一项可视作“混合熵”. 这一项代表了在同一温度和同一分子数

密度 Nj/Vj = N/V （因此压强也相同）下，诸多分开的单一组分气体

的熵之和与混合气体的熵之间的差异，见问题 3.4-15. 上面这种阐述与

Gibbs定理之间既有相当的差别，也有相似之处，读者应当仔细分辨. 混

合熵可应用在分离同位素的问题上，我们将在4.4节 (例 4) 中进行阐述.

一个简单的“思想实验”就能简洁地证明 Gibbs 定理. 某圆柱体

(图3.2) 体积为 2V0，用 3 个隔板将其分成 4 个小室 (分别用 α, β, γ, δ

来记)，其中一个隔板固定在圆柱中间，两个可滑动的隔板在中心两边.

两边的两个隔板被链在一起，以保证它们之间的距离恒为圆柱长的一半

(因此 Vα = Vγ , Vβ = Vδ). 最开始，两个滑动隔板分别在圆柱左边和圆柱

中心，因此 Vα = Vγ = 0. 此时小室 β 体积为 V0，其中充有 N0 mole 理

想气体 A 和 N0 mole 的理想气体 B 的混合物. 而且小室 δ 是真空的，

整个系统的温度为 T .
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左边的滑动隔板可以任由气体 A 通过，但无法通过气体 B，中间的

固定隔板可任由气体 B 通过，但无法通过气体 A，右边的滑动隔板两种

气体都无法通过.

然后，这两块链在一起的滑动隔板被向右准静态地推动，直至 Vβ =

Vδ = 0 且 Vα = Vγ = V0. 此时小室 α 中为纯的气体 A，小室 γ 中为纯

气体 B. 最开始体积为 V0 的混合物被分成了两种纯气体，每种纯气体的

体积都为 V0. 假如 Gibbs 定理成立，则系统终态的熵应该等于最开始的

熵，接下来可以看到，上面的思想实验证实了这个论断.

需要指出，(3.39)中的第二个方程说明能量仅是温度 T 与摩尔数的

函数，这就确保系统终态的能量等于始态的能量. 因此 −T∆S 等于移动

两个链在一起的滑动隔板所做的功.

气体 A可以自由通过左边的隔板，因此在准静态过程中，小室 α 中

的 A 气体与小室 β 中的 A 气体达到平衡，二平衡条件是 µA,α = µA,β.

小室 β 和小室 γ 中的 B 气体也有类似的关系. 习题 3.4-14 会证明由

µA,α = µA,β 和 µB,β = µB,γ 可以推出

Pα = Pγ Pβ = 2Pα

这就是说，作用在相链结的两块滑动板上的总压力 Pα−Pβ +Pγ(当然应

该乘上作用面积 S，不过在这里，两边的 S 都相等) 为 0. 因此移动滑板

不需要做功，所以该过程中就没有熵变. 最开始体积为 V0 的 A、B 混合

物之熵，与纯体积都为 V0 的纯气体 A、B 的熵是相等的. 这就是 Gibbs

定理.

最后，需要指出，本节中所考虑的简单理想气体是一般气体的一种

特殊情况，现实中，很多气体在压强很小或适中的情况下都可以视作简

单理想气体. 与简单理想气体相同，一般理想气体的 (力学) 状态方程也

是 PV = NRT，其内能也是温度的函数，但不再是线性的了. 一般的理

想气体会在第 13 章中讨论，而利用统计力学推导基本方程的方法会现

身于第 16 章.

习题

3.5 理想 van der Waals 流体

三次元世界的气体不太符合理想气体方程，除非在密度极低的情况

下。1873年，J. D. van der Waals提出了对理想气体力学状态方程(3.28)式

的改进：

P =
RT

v − b
− a

v2
. (3.41)
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4 后面会看到，这些动机涉及到

了微观情形

其中 a, b 是与特定气体有关的经验常数。它的定量结果有一定的改进，

但在要求更高的应用领域，状态方程还得加上更多的修正项与经验常数

（五个甚至更多）。不过 van der Waals 方程在描述三次元流体的定性特

征方面取得了极大的成就，例如描述气-液相变。

van der Waals 修正项的动机具有启发意义，看上去比较可信，尽管

这些动机超出了热力学的范围4。方程 P = RT/v 是假设理想气体压强

由许多无相互作用的的分子质点不断撞击容器壁形成的，van der Waals

对这一假设做了两个看上去合理的简单修正。第一个修正考虑到分子并

非点粒子，它们每个都占据 b/NA 的体积。从而理想气体方程的 V 替换

为 V −Nb；减小的体积 Nb 是分子自身占据的体积。

第二个修正来自分子之间的相互作用力。容器中部的分子受到附近

各个方向的分子间作用力，从而相互抵消了。但是容器壁附近的分子受

到内部分子净的向内的吸引力，从而减小了分子撞击器壁的等效压强。

压强的减小量应该与相互作用的分子对的数量成正比，亦即与单位体积

分子数的平方 (1/v2)成正比；这就是 van der Waals方程的第二处修正。

统计力学会用更加定量、正规的方式导出 van der Waals方程，而且

还会揭示(3.41)之上的一系列更高阶修正项。截断高阶项得到的 van der

Waals 方程良好描述了真实气体的定性特征，在定量方面也有一定修正

（但并未到最好）。

要完整定义一个热力学系统，除了 van der Waals 方程之外还需要

一个热状态方程，它当然可以从实验出发钦点一个。但更有意义的做法

是，尝试从 van der Waals 方程出发构造最简单、最合理的热方程。可

惜不能简单套用现成的理想气体热状态方程，热力学对两个状态方程的

限制使得这样不被允许，必须得改动一下理想气体版本。

将 van der Waals 方程写为

P

T
=

R

v − b
− a

v2
1

T
. (3.42)

要构造的另一个状态方程的一般形式为

1

T
= f(u, v). (3.43)

从上两式就能导出单位摩尔数基本方程的微分形式

ds = 1

T
du+

P

T
dv. (3.44)

然后积分出基本方程。ds 是全微分要求 s 关于 u, v 的二阶混合导数必

须相等：

∂2s

∂v∂u
=

∂2s

∂u∂v
. (3.45)
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即

∂

∂v

(
1

T

)
u

=
∂

∂u

(
P

T

)
v

, (3.46)

带入具体形式得

∂

∂v

(
1

T

)
u

=
∂

∂u

(
R

v − b
− a

v2
1

T

)
v

= − a

v2
∂

∂u

(
1

T

)
v

. (3.47)

上式可写为

∂

∂(1/v)

(
1

T

)
u

=
∂

∂(u/a)

(
1

T

)
v

. (3.48)

这意味着 1/T 必须是 1/v与 u/a的函数，并且关于这两者的偏导数相等。

一种可能的形式为 1/T 是它们的和的函数，即 1/T = 1/T (1/v+u/a). 考

虑到简单理想气体满足 1/T = cR/u; 这暗示修改得到的 van der Waals

方程最简单的形式为

1

T
=

cR

u+ a/v
. (3.49)

便利起见，今后把 van der Waals状态方程(3.41)与(3.49)式所表征的（理

想化的）热力学系统称为“理想 van der Waals 流体”。

应当注意，尽管(3.41)式通常被称为“van der Waals 状态方程”，但

它并非状态方程的标准形式。不过将(3.49), (3.42)式联立可得

P

T
=

R

v − b
− acR

uv2 + av
. (3.50)

以上两式才是标准的熵表象状态方程，也就是将 1/T 和 P/T 表示为 u, v

的函数。

从这两个方程能够得到如下的热力学基本关系（读者自行推导）：

S = NR ln
[
(v − b)(u+ a/v)c

]
+Ns0. (3.51)

其中 s0 为积分常数。上式不满足 Nernst 定理（和理想气体基本方程一

样），因此在低温下失效。

之后的第 9 章会讲到 van der Waals 流体在某些温度、压强下不稳

定，这自然分隔成了两个相（“液相”与“气相”）。基本方程(3.51)式是

阐释热力学原理的极好例子。

表3.1给出了一些真实气体的 van der Waals 常量。a, b 是通过拟合

van der Waals 流体在273K附近的等温线得到的，温度偏离越远，等温
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气体 a(Pa · m6) b(10−6m3) c

He 0.00346 23.7 1.5
Ne 0.0215 17.1 1.5
H2 0.0248 26.6 2.5
A 0.132 30.2 1.5
N2 0.136 38.5 2.5
O2 0.138 32.6 2.5
CO 0.151 39.9 2.5
CO2 0.401 42.7 3.5
N2O 0.384 44.2 3.5
H2O 0.544 30.5 3.1
Cl2 0.659 56.3 2.8
SO2 0.680 56.4 3.5

表 3.1: 常见气体的 van der Waals 常量与摩尔热容（引自 Paul S Epstem.Textbook of Thermo-
dynamics, Wiley, New York, 1937.）

5 译注：另一种半唯象的推导方

式是，通过电磁场方程和各向同

性的假设证明2.53式，再通过其
他的实验结果来说明只存在两个

独立的广延量，最后从这两点出

发推得全部结论。

线的拟合效果越不好。常量 c 是从室温摩尔热容得到的。

习题

3.6 黑体辐射系统

器壁温度为 T 的“空”容器可以看做是一个电磁能量的贮藏室。在

量子理论家眼中，它是光子箱；在工程师心里，它是多种电磁模式并存

的谐振腔；在经典热力学学者看来，它与上述任何力学模型都得划清界

限。无论采用什么观点，这种电磁腔总是遵循来自实验的、经验性的状

态方程——“Stefan-Boltzmann 定律”：

U = bV T 4, (3.52)

P =
U

3V
. (3.53)

其中 b = 7.56×10−16J/m3K4，其值可以从 16.8节的基本理论出发计算。

注意，上面经验性的状态方程与 N 无关，只是 U 与 V 的函数。这提醒

我们在“空的”容器中不存在用粒子数 N 计数的、数量守恒的粒子。电

磁辐射腔的基本方程 S = S(U, V ) 只含有两个（而非三个）独立的广延

量5！

从电磁辐射的两个已知的状态方程出发可以完整导出全部信息，只

需把它们带入 Euler 关系：

S =
1

T
U +

P

T
V (3.54)

即可得到基本方程。
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为此，将(3.52)与(3.53)式改写为

1

T
= b1/4

(
V

U

)1/4

, (3.55)

P

T
=

1

3
b1/4

(
U

V

)3/4

. (3.56)

带入(3.54)式即得到基本方程

S =
4

3
b1/4U3/4V 1/4. (3.57)

习题

3.7 橡胶带系统

本节要建立橡胶带系统的物理模型，这是热力学的应用中画风有所

不同的一种。我们会看到热力学是如何限制与引导建立简单系统的唯象

模型的。

下面开始建立一个描述橡胶带特征的物理模型。橡胶带是一束聚合

物分子长链，它的宏观特征量有长度 L，张力 T，温度 T 以及内能 U .

橡胶带系统与之前的简单系统广延量的类比关系大致为长度 L ∼ 体积

V，张力 T ∼ 负压强 −P . 至于系统的粒子数 N，也许可以比作橡胶带

单体聚合物的数量（不过它通常是不变的，可以作为一个常数压缩进公

式里消失掉）。

实验观测的定性结论可以总结为如下两点。首先，在长度一定的条

件下，橡胶带的张力大小随温度的升高而升高——这个性质与绷紧的金

属条完全相反，真是太让人意外了。第二，实验表明橡胶带的能量其实

与长度无关，至少在“弹性极限”（该极限对应于分子链不打结，或完全

拉伸）范围内是这样。

第二个结论用最简单的公式表示为

U = cL0T, (3.58)

其中 c 是常数，L0（也是常数）是橡胶带未伸长时的自然长度。张力与

长度的在自然长度 L0 到弹性极限 L1 范围内的线性关系表示为

T = bT
L− L0

L1 − L0
, L0 < L < L1. (3.59)

其中 b 是常数。上式右端出现的之所以是 T（而不是 T 2 或 T 的其它函

数），是热力学理论对两个状态方程限制的结果，就像(3.46)式那样，

∂

∂L

(
1

T

)
U

=
∂

∂U

(
−T

T

)
L

, (3.60)
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6easy axis ，无外场时物体可能
出现自发磁化的方向。

上式表明了 (3.59) 式右侧 T 的线性形式。从而

dS =
1

T
dU − T

T
dL = cL0

dU

U
− b

L− L0

L1 − L0
dL, (3.61)

解得基本方程为

S = S0 + cL0 ln U

U0
− b

2(L1 − L0)
(L− L0)

2. (3.62)

尽管这个基本方程是从定性的观测结果导出的，但它合理地描述了

橡胶带的经验特性，更重要的是它与实验符合。这一模型体现了科学家

利用热力学理论建立基本模型的过程。

第 15 章会用统计力学方法建立一个聚合物弹性体更复杂的模型。

习题

3.7-1. 利用橡胶带模型计算在张力一定、温度变化 δT 的条件下长度的相

对变化 (L− L0)，结果用长度和温度表示。

3.7-2. 温度 T 一定，橡胶带长度变化 dL，计算相应的传入橡胶带的热量

δQ，并计算外界对橡胶带做的功。二者之间有什么关系？为什么？

3.7-3. 若未张紧的橡胶带的能量与 T 的平方成正比，即(3.58)式变成 U =

cL0T
2，那么(3.59)式是否需要变化？导出新的基本方程。

3.8 不可控变量；磁系统

先前几节讲述了几个特定的热力学系统，它们体现了热力学理论广

泛的适用性，以及对简单系统进行建模时给出的约束条件。本节讨论简

单的磁系统。之前的例子已经反映了热力学的一般结构，而具体系统的

“特质”与特定的热力学量有关，磁系统容易体现这种特异性（这也是本

节讲述它的额外目的）。

简明起见，只考虑位于均匀外磁场中的椭圆型磁介质样品（保证磁

场的均匀性），样品的主轴与外磁场平行。还假设磁结晶的各向异性不存

在，或者即使存在，磁化容易方向6也与外场平行。此外，样品是顺磁性

或逆磁性介质，也就是说，外场消失后，介质也不再磁化。只在最后讲

述相变的内容里考虑铁磁相（能自发磁化的系统状态）。

表征这种磁系统磁状态的广延量是系统的磁偶极矩 I（证明见附

录B）。基本方程的形式为 U = U(S, V, I,N)。稍普遍一点的情形是样品

的椭球主轴与外场不共轴，这时单个参量 I 要替换为磁矩的三个直角坐

标分量，基本方程为 U = U(S, V, Ix, Iy, Iz, N). 不过简单情形就能体现

热力学结构，我们采用这种方便的做法。
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磁矩 I 对应的强度量是外磁场Be，也就是样品不存在时的磁场：

Be =

(
∂U

∂I

)
S,V,N

. (3.63)

Be 的单位是 tesla(T), I 的单位是 Joule/Tesla(J/T).

必须提醒读者注意这些广延量与强度量定义的细微之处（具体见附

录B）。内能 U 定义为磁系统独有的能量，它不包括系统占据的“真空”

所具有的磁能 1
2µ

−1
0 B2

eV （其中 µ0 = 4π×10−7Tm/A,真空磁导率）。系

统所在的这部分空间区域的总能量是 U + 1
2µ

−1
0 B2

eV . “真空项”是否包

含在系统内能当中只是定义上的问题，两种选择都可以（我们定义 U 不

包括真空项），但如果对这两种情况不加以辨别则会造成相当多的困惑。

再次强调，系统内能 U 是磁系统所占据空间的能量的变化；它不包括在

系统之前就存在于这片区域的能量 1
2µ

−1
0 B2

eV .

磁系统的 Euler 关系为

U = TS − PV +BeI + µN. (3.64)

Gibbs-Duhem 关系为

SdT − V dP + IdBe +Ndµ = 0. (3.65)

磁系统的特性体现在移除限制之后子系统的平衡态条件（有关讨论见2.7,

2.8节）上。人们发现无法控制磁矩；实验中的磁矩总是不可控制的！作

用于样品的磁场可以控制（就像改变压强那样），因而可以通过调控磁场

使样品磁矩达到某个想要的值，甚至还可以不断调整磁场以使得磁矩保

持不变——就像通过反馈装置调整气压以使体积不变那样。但与通过刚

性壁来保持体积不变不同，不存在限制磁矩不变的“壁”。

尽管磁矩不可控制，热力学理论仍可应用于磁系统，基本方程、状

态方程、Gibbs-Duhem 关系、Euler 关系仍然成立。磁矩的不可控制性

看成是“单纯的实验疑难”就好了，它对热力学理论无重大影响。

最后给出磁系统的基本方程的一种具体形式用来出题——简单顺磁

性模型的基本方程：

U = NRT0 exp
[
S

NR
+

I2

N2I20

]
. (3.66)

其中 T0, I0 是正的常数。这个模型不能描述任何实际系统——它是复杂

模型、实际问题基于的简单化、理想化的模型，只是为了描述热磁作用

的特征性质。更多相关性质的讨论参见本节习题。

磁系统可以作为简单系统推广化的样例，故而在结束本节之后，我

们将回到简单系统，深入讨论它的热力学性质。
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7 即定压膨胀系数

习题

3.9 摩尔热容与其他导出量

我们已经看到基本方程中的一阶导数具有重要的物理意义. 而不少

二阶微分描述的物质性质，在物理上更易于引起关注，因此本节将考察

一些特别的二阶微分量并阐述其作用. 之后的第7章将以一种更规整的

结构回过头来讲述这些二阶微分量，在那里你会看到只有很小一部分二

阶微分是独立的，其他的都可以通过一种自成体系的“约化规则”与这

些独立量相关联. 对于不考虑磁作用的简单系统，基本的微分量 (其他的

微分量与这些基本的量相关) 只有三个.

热膨胀系数 (coefficient of thermal expansion)7定义为

α ≡ 1

v

(
∂v

∂T

)
P

=
1

V

(
∂V

∂T

)
P

(3.67)

它描述了系统压强恒定 (组分的摩尔数也恒定)的情况下，增加一个单位

温度后，系统体积的相对增量.

等温压缩系数 (isothermal compressibility) 定义为

κT ≡ −1

v

(
∂v

∂P

)
T

= − 1

V

(
∂V

∂P

)
T

(3.68)

它描述了系统温度恒定 (组分的摩尔数也恒定)的情况下，增加一个单位

压强后，系统体积的相对增量.

摩尔定压热容系数 (molar heat capacity at constant pressure) 定义

为

cP ≡ T

(
∂s

∂T

)
P

=
T

N

(
∂S

∂T

)
P

=
1

N

(
d̄Q
dT

)
P

(3.69)

它描述了系统压强恒定 (组分的摩尔数也恒定)的情况下，让体系的温度

增加一个单位所需的热量.

对于摩尔数恒定的系统，其他的二阶微分量都可以由这三个来表示，

所以这三个量在不同压强和温度下的值经常制成表格.

二阶微分量之间的关系怎么导出？原则上的依据是二阶混合导数不

依赖于求导顺序（更完整的表述见第7章）。例如最简单的关系：(
∂T

∂V

)
S,N

= −
(
∂P

∂S

)
V,N

(3.70)

可以通过 U 对 S, V 的二阶混合偏导数相等

∂

∂V

(
∂U

∂S

)
=

∂

∂S

(
∂U

∂V

)
(3.71)
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8 所谓基本集，就是由 cp, α, κT

这些既基础且有明确物理意义的

量组成的集合

来导出。

(3.70)中的两个（二阶微分）量具有很直观的物理意义，而且都可以

直接测量.
(
∂T
∂V

)
S,N
对应绝热过程中温度随体积的变化率；而

(
∂P
∂S

)
V,N

可以写作 T
(

dP
d̄Q

)
V,N
，它是压强与（恒容条件下）传入系统的热量 d̄Q

之比。两个看起来毫无关系的量被联系在了一起，这是很不寻常的结果，

实际上，这是热力学理论的第一次“胜利”. 毫无疑问，实验结果也支持

这个等式.

(3.70)在熵表象下的表达式为：

∂

∂V

(
1

T

)
U,N

=
∂

∂U

(
P

T

)
V,N

(3.72)

马上就会发现，这个就是(3.46)式中为了求 van der Waals 方程对应的热

状态方程所引入的等式.

在第7章中，我们将看到，这些等式实际上就是一类很普遍的关系

（称作 Maxwell关系）的原型. Maxwell关系以简洁的形式将两个二阶微

分量联系在一起，实际上，Maxwell 关系是一个更加普适的定理的退化

形式，该定理表明，任意四个微分量之间必然有一个关系.这些关系可以

将任意一个二阶微分量用“基本集”8中的元素 cp, α, κT 表示出来 (在 N

恒定的情况下).

为了阐明这些预想的关系，我们先额外引入两个具有实际意义的二

阶微分量：绝热压缩率 κs 和定容摩尔热容 cv.

绝热压缩率 (isomethermal compressibility) κs 定义如下：

κs = −1

v

(
∂v

∂P

)
s

= − 1

V

(
∂V

∂P

)
S

(3.73)

它表征了熵恒定的情况下（比如绝热系统），体积在压强变化时的下降

率.

定容摩尔热容 (molar heat capacity at constant volume)cv 定义如

下：

cv = T

(
∂s

∂T

)
v

=
T

N

(
∂S

∂T

)
V

=
1

N

(
d̄Q
dT

)
V

(3.74)

它表征了恒容准静态过程中，体系中一摩尔物质的温度每升高一单位所

需要的热量.

第7章会证明

cP = cv +
TV α2

NκT
(3.75)
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以及

κT = κS +
TV α2

NcP
(3.76)

再次强调，这里并不需要将注意力放在(3.75)(3.76)这两个式子的的细节

上，而是要引起对三个基本量 cp;α;κT 的注意，这三个基本量可以将所

有其他的微分量表示出来（比如 cv;κS），因此这三个基本量关于 T, P

的函数常被列作表格以资查阅利用. 如何更加系统地导出这些等式？如

何方便的记忆它们？这些将在第7章详细介绍.

推荐学生做做习题 3.9-6.

■ 例 3.2 一种物质的 cP , α, κT 关于 T, P 的函数已被做成表格（即已知

它们关于 T, P 的函数）. 试找出摩尔体积 v 关于 T, P 的函数

解答

我们在 T − P 平面上考虑问题. cp, α, κT 关于 T, P 的函数值在全

平面上都已知，然后我们试图寻找 v(T, P ) 的表达式，首先

dv =

(
∂v

∂P

)
T

dP +

(
∂v

∂T

)
P

dT

= −vκT dP + vα dT

或

dv
v

= −κT dP + α dT

如果选 (T0, P0) 为参考点，且 (T ′, P ′) 是我们感兴趣的点，那么我们按

照图示的路径进行积分（或者你可以选择任意一条合适的路径）. 对于

我们选定的这个路径而言，在它的水平段上，dT = 0，在它的竖直段上，

dP = 0，因此∫
dv

v
=

∫ T ′

T0

α(T, P0) dT −
∫ P ′

P0

κT (T
′, P ) dP

或写成

ln v′

v0
=

∫ T ′

T0

α(T, P0) dT −
∫ P ′

P0

κT (T
′, P ) dP

需注意，我们需要确定 v0 时的摩尔体积，因为接下来我们将把其他时候

的体积与 v0 时的摩尔体积关联起来.
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■

习题
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1 原文为"But ’nature’(i.e. the
law of physics) exercise the cru-
cial decision"

4. 可逆过程和最大功定理

4.1 可能和不可能的过程

工程师常会需要通过设计装置来完成某个任务——例如让电梯升到

高楼上。因此他就得弄出一个联动装置，或者“引擎”，以控制能量从火

炉里转移到电梯上；如果火炉里的热量通过数个活塞、杠杆和凸轮转换

成了电梯上升所需要的能量。但谋事在人，成事由“天”（例如，物理定

律）1——这件事到底是能办成呢，还是设备干脆就停着不动，没有热量

从火炉里出来，电梯也没上升一丝一毫？结果得取决于两点。其一是引

擎得要满足力学定律（自然包括能量守恒），其二，这个过程必须使熵最

大化地增加。

专利局里充满了各路在逻辑上无可挑剔的（如果 A 发生那么 B 一

定发生）失败发明——这些天才般的设计满足所有力学定律，但依旧固

执的停在那儿，默默地拒绝熵的减小。其他的一些能动起来，但会产生

一些意料之外的结果，比发明者预料中更有效的使熵增加。

虽然如此，如果一个过程的经结果在保证总能量不变的前提下最大

化地增加总的熵，那么将不会有什么基本定律来否决掉这样一个恰当的

过程的存在。尽管实现这样的装置需要相当的天才成分，但它起码在原

则上来讲是可行的。

■例 4.1 一个系统被限制具有确定摩尔数和体积，则其不能对外界做功。

另外，这个系统的热容是常数 C，基本方程是 S = S0 +C ln(U/U0)，于

是 U = CT。

两个具有相同热容的此类系统，初态温度分别是 T10 和 T20，其中

T10 < T20。一个用于升降电梯的引擎（即对一个纯力学系统做功）从这

两个热力学系统中获取能量。它们最大能获得多少功？
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解

这两个热力学系统最终会达到相同的温度 Tf。其能量的总改变量为

∆U = 2CTf − C(T10 + T20)

而力学系统（“电梯”）所获得的功为 W = −∆U，即

W = C(T10 + T20 − 2Tf )

熵的总改变量为两个热力学系统的改变量之和，为

∆S = C ln Tf
T10

+ C ln Tf
T20

= 2C ln Tf√
T10T20

为了使 W 最大，自然希望 Tf 最小（从第二式容易看出），根据第三式

我们知道这意味着要使 ∆S 取极小。而 ∆S 最小就只能是零了，对应着

一个可逆过程。这样最优的引擎能得到

Tf =
√
T10T20

和

W = C(T10 + T20 − 2
√
T10T20)

■

作为补充，我们需要注意到假设两个热力学系统最后到达一个相同

的温度是不必要的；W 可以分别对 T1f 和 T2f 求偏导数取零，得到 W

最大对应的 T1f , T2f，最后能得到同样的结果。对于末温相同这个简化

假设，我们可以用自洽性来论证：如果末温不同，那么可以通过这个办

法来继续获取更多的能量。

■例 4.2 例4.1的一个有趣的变体是三物体（每一个都是例4.1中描述的类

型，有 U = CT）初始温度分别为300K、350K、400K。其需求是尽可
能高的提高一个物体的温度，而不论其他两个物体怎么样（并且不改变

任何外部系统的状态）。那么这里一个物体最高能到多高温度？

解

将三个初始温度用 T1，T2，T3标记，单位取作100K（T1 = 3，T2 = 3.5

以及 T3 = 4）。类似的，令单个物体能达到的最高温度记做 Th。可以推

断剩下两个物体的末温都是 Tc（否则，我们可以用例4.1的办法来对外做
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功，然后将功转换为高温物体上的热）。能量守恒要求

Th + 2Tc = T1 + T2 + T3 = 10.5

总的熵增为

∆S = C ln T 2
c Th

T1T2T3

熵增为正要求

T 2
c Th ≥ T1T2T3 (= 42)

利用能量守恒式消去 Tc

(5.25− Th
2
)2Th ≥ 42

方程左端对 Th 作图。绘图范围从 0 到 10.5，上界是为了保证 Tc 为正。

图像表明使纵坐标大于 42 的最大 Th 值是

Th = 4.095 (或Th = 409.5K)

这个值使不等式取等，即对应可逆过程。 ■

这道题的另一个解法见习题 4.6-7。
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习题

4.1-1. 一摩尔单原子理想气体和一摩尔 c = 3/2 的理想 van der Waals 流

体（3.5节）分别装在体积固定为 v1 和 v2 的刚性容器里。理想气

体的温度为 T1 而 van der Waals 流体是 T2。我们希望将理想气体

的温度变成 T2 而保持总的能量不变。那么 van der Waals 流体的

末温是多少？各参数（T1, T2, a, b, v1, v2）之间需要满足什么关系才

能实现这样一个温度转换（总是假定在过程中外界不发生改变）？

4.1-2. 一个橡胶带（3.7节）初始温度为 TB，长度为 LB。一摩尔单原子

理想气体初温为 TG，体积为 VG。理想气体经历一个定容升温过程

达到温度 T ′
G。其所需要的能量全都从橡胶带中获得。那么橡胶带

的长度是否需要改变？如果是的话，改变多少？

答案：

若 l = LB − L0，

l2−(l′)2 ≥ 2b−1cL0(L1−L0) ln
(
1− 3R

2RL0

T ′
G − TG
TB

)
+3Rb−1(L1−L0) ln(T ′

G/TG)

4.1-3. 假设例4.1中的两个系统热容具有形式 C(T ) = DTn，其中 n > 0：

1. 证明这样的系统内能 U = U0 + DTn+1/(n + 1) 以及熵 S =

S0 +DTn/n。系统的基本方程是什么？

2. 如果其初始温度分别为 T10 和 T20，最大可输出功为多少（两

系统最后处于相同温度）？

答案：

对于 n = 2：

W =
D

3

[
T 3
10 + T 3

20 −
1√
2
(T 2

10 + T 2
20)

3/2

]

4.2 准静态和绝热过程

熵极大作为中心原理，当应用于不同类型的过程时能给出不同的定

理。我们先重新给出对状态和过程的概念的描述，然后再来关注这些定

理。

为了描述一个热力学状态的特征及其可能的过程，有必要引入热力

学构形空间 (thermodynamics configuration space)。一个简单系统的热

力学构形空间是由熵和诸广延量 U, V,N1, . . . , Nr 坐标轴张成的抽象空

间。系统的基本方程 S = S(U, V,N1, . . . , Nr) 在热力学构形空间中定义

了一个曲面，如图4.1所示。另外注意图4.1与 (∂U/∂S)...,Xj ,...(≡ 1/T ) 为

正，以及 U 是 S...,Xj ,... 的单值函数的要求相符。
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图 4.1: 一个简单系统的热力学构形空间中的超曲面 S = S(U, . . . ,Xj , . . . )。

根据定义，构形空间中的每一个点代表一个平衡态。而非平衡态需

要一个维度大得多的空间中的点来表示。

一个复合体系的基本方程可以由包括了全部子系统的广延量的构形

空间中的一张曲面表示。对于含有两个子系统的复合系统，其构形空间

的坐标轴应该包括总熵 S 和两个子系统的广延量。一个更方便的选择是

总的熵 S、第一个子系统的广延量 (U (1), V (1), N
(1)
1 , N

(1)
2 , . . . )、以及整

个复合系统的广延量 (U, V,N1, N2, . . . )。复合系统构形空间的一个示例

见图4.2。

考虑超曲面上任意一条从初态到末态的曲线，如图。这样的曲线被称

为准静态轨迹 (quasi-static locus) 或准静态过程 (quasi-static process)。

一个准静态过程可以由一连串密集的平衡态来定义。值得强调的是，准

静态过程是一个理想的概念，而实际过程总是包含着无法在构形空间中

表示的非平衡的中间态。另外，相比实际过程，准静态过程从不考虑速

率或者时间。准静态过程只是一系列有序的平衡态，而实际过程是一系

列在时间上有序的平衡态和非平衡态。

尽管没有哪个实际过程完全就是准静态过程，但将一个实际过程看

作和准静态相近是有可能的。特别的，我们能够让一个系统连续通过给

定准静态轨迹上的任意多个点。考虑体系初态处在图4.3中的 A点，考察

经过点 A,B,C, . . . ,H 的准静态轨迹。现在我们放宽一点约束，允许系

统从 A 不经过轨迹上的点运动到 B。系统从 A 点“消失”，经过一系列

无法在图中表示的非平衡态，然后出现在 B。如果进一步去除约束，使
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图 4.2: 一个复合系统的热力学构形空间中的超曲面 S = S(U(1), . . . , X
(1)
j , . . . �U, . . . ,Xj , . . . )。

2 实际上，两个充分接近的平衡

态，也可能由一条相当长的非平

衡态轨迹所连接。

得 C 态也可以到达，系统也会从 B 点消失，然后重新出现在 C。重复

这个操作能让系统到达状态 D,E, . . . ,H。通过这样一系列实际过程，我

们构造了一个近似于图示理想准静态过程的过程。在准静态轨迹上挪动

点 A,B,C . . .，使其间距任意小，我们便可以任意接近于准静态轨迹2。

P dV 作为机械功以及 T dS 作为热交换的定义仅对准静态过程成
立。

考虑一个封闭系统，经历一系列状态 A,B,C, . . . ,H，近似于一条准

静态轨迹。这个系统能在移除一些内部约束后从 A 到 B。封闭系统能到

达 B 当且仅当 B 态在所有可达到的态中有最大的熵值。这里即 B 态的

熵比 A 态要高。因此，封闭系统中从 A 态到 B 态的过程是有方向性的。

它从一个熵低的态，A，到达一个熵高的态 B，没法倒过来。这样一个

过程是不可逆的 (irreversible)。

封闭系统的一条准静态轨迹可以由一条实际轨迹近似，仅当轨迹上

熵值单调不减。

熵增为零的准静态过程被称为可逆过程 (reversible process)（图4.4）。

这类过程末态的熵与初态相等，其可以依两个方向移动。

习题

4.2-1 每个可逆过程是否都对应于一条准静态轨迹？每条准静态轨迹是

否都对应于一个可逆过程？对于从 A 态到 H 态的任意实际过程，

是否存在一些有着同样的两个末态 A和 H 的准静态过程？是否存

在一些有着同样的两个末态 A 和 H 的可逆过程？

4.2-2 考虑带有活塞的圆柱中的单原子理想气体。圆柱的壁和活塞都是绝

热的。系统初始处于平衡态，但外界的压强在缓慢减小。气体的能量
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图 4.3: 一个准静态过程在热力学构形空间中的表示。

图 4.4: 沿着等熵线的可逆过程
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3 与初态

4 另一种解释是，单次自由膨胀

这个问题中，外界给原系统添加

了另一个子系统——尽管没有能

量、粒子数交换。

由体积膨胀 dV 造成的改变为 dU = −P dV。证明，利用(3.34)式，

有 dS = 0，即准静态绝热膨胀是等熵且可逆的。

4.2-3 单原子理想气体由 V 自由膨胀至 V + dV（回忆习题 3.4-8）。证明

dS =
NR

V
dV

通过这样一系列无穷小自由膨胀，从 Vi 到 Vf，证明

∆S = NR ln(Vf
Vi

)

讨论这种非典型（并且臭名昭著的）“连续自由膨胀”过程是否为

准静态过程需要一些精细的考虑。作为正面因素，无穷小膨胀的末

态可以在轨迹上作到3充分的接近。而作为负面因素，在实现上，系

统在每次膨胀中必须经历非平衡态；微膨胀的不可逆性是本质的和

不可约的。dS > 0 和 dQ = 0 的事实与对所有准静态过程的假设

dQ = TdS 相冲突。我们定义（某种意义上是循环论证！）连续自由
膨胀过程是“本质不可逆的”以及非准静态的 (non-quasi-static)4

。

4.2-4 在所考虑的温度范围内，某系统遵循如下方程

T = Av2/s, P = −2Av ln(s/s0)

其中 A 为正常数。这个系统从 v0 自由膨胀至 vf（vf > v0）。求体

系的末温 Tf 关于初温 T0，以及 v0, vf 的函数。求摩尔熵的增量。

4.3 弛豫时间和不可逆性

考虑依图4.3所示准静态轨迹行进的系统。随着约束一步一步的被移

除，系统逐步历经轨迹上各个平衡态。每当放松一个约束，我们就得等

待一段时间，使系统达到平衡态，然后再放松下一个约束，以此往复。尽

管在理论上是这样规定的，但实际执行起来却很少按着这个模式来。实

践上，约束常是连续地，在“充分慢”的速度下解除的。

为了得到一条足够像的准静态轨迹，其所要求的解除约束的速度可

以用系统的弛豫时间 (relaxation time) τ 来表征。对于一个给定弛豫时

间 τ 的系统，在少于时间 τ 内发生的过程是非准静态的，而长于时间 τ

的过程可以近似看作准静态的。

如何从物理上估计一个系统的弛豫时间呢？我们可以从气体的绝热

膨胀中得到启发（回忆习题 4.2-2）。如果那个活塞只能极慢地向外移动，

那么过程便是准静态的（且是可逆的）。如果，外压下降地非常快，致使

活塞迅速移动，并伴随着圆柱里的气体紊乱的流动（熵增“驱使”着此
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5 有趣的是，不少教材中声速的推

导需要用到准静态过程的假定。

过程）。那么，这个过程便即不是准静态的，也不是可逆的。为了估计

弛豫时间，我们先注意到活塞向外的一个微小位移将会马上减小与活塞

相邻气体的密度。如果这个膨胀是可逆的，那么这个局部的气体“稀疏

区”会在活塞再次移动可观的距离之前被气流所抹平。稀疏区自身会在

气体中以声速传播，在容器壁上反射，并逐渐消失。消失来自于壁的漫反

射和气体的粘滞阻力。最简单的情形大概就是圆柱的壁足够粗糙，以至

于一次反射就足以耗散掉稀疏区的脉冲——尽管这不是普遍情况，但也

足以达到我们作启发性思考的目的了。那么弛豫时间就将是稀疏区传播

穿过整个系统的时间 τ ≈ V 1/3/c，其中体积的三次方根代表系统的“尺

度”，而 c 为气体中的声速5。如果气体绝热膨胀是在远大于弛豫时间的

时间内发生的，那么这个膨胀便是可逆且等熵的。如果膨胀是在短于或

相当于弛豫时间的时间内发生的，那么系统将会面对不可逆的熵增，膨

胀便是绝热但不等熵的。

习题

4.3-1 一个长为 L，横截面积为 A 的圆柱形容器，被由一个螺钉固定的

活塞分为两个等体积的气室。一个气室包含 N 摩尔温度为 T0 的

单原子理想气体。活塞与这个气室的壁之间由一个原长为 L/2 的

弹簧连接，即当活塞位于初始位置时，没有额外的力作用在其上。

弹簧的劲度系数为 Kspring。容器的另一个腔体被抽成真空。突然

撤去螺钉。试求气体最终达到平衡态时的体积和温度。假定腔壁和

活塞是绝热的，弹簧、活塞和腔壁的热容可以忽略。

讨论导致这个最终平衡态的过程。如果容器中每个腔体中都盛有气

体，则终态将会是不确定的！为什么？

4.4 热流：耦合系统和逆过程

最典型的热力学过程大概就是两个系统之间的热传导了，仔细考察

这个过程将会是富有教益的。

考虑最简单的情形，热量 d̄Q 从温度为 T 的一个系统转移到相同温

度的另一个系统。这样的过程是可逆的，接受热量的子系统的熵增 d̄Q/T

正好会被吸收热量的子系统的熵减 −d̄Q/T 抵消。

作为对比，假定两个子系统有不同的初始温度 T10 和 T20，且 T10 <

T20，其（定容）热容分别为 C1(T ) 和 C2(T )。如果 d̄Q 的热量准静态的
流入系统 1（体积不变），其熵增为

dS1 =
d̄Q1

T1
= C1(T1)

dT1
T1

, (4.1)

对于系统 2 是类似的。如果这样无穷小的热传导过程一直进行，直到两
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个物体温度相等，那么能量守恒要求

∆U =

∫ Tf

T10

C1(T1)dT1 +
∫ Tf

T20

C2(T2)dT2 = 0, (4.2)

依此确定 Tf。总的熵变为

∆S =

∫ Tf

T10

C1(T1)

T1
dT1 +

∫ Tf

T20

C2(T2)

T2
dT2 (4.3)

对于热容 C1, C2 与温度无关的情形，能量守恒式变为

Tf =
C1T10 + C2T20

C1 + C2
(4.4)

熵增为

∆S = C1 ln
(
Tf
T10

)
+ C2 ln

(
Tf
T20

)
(4.5)

∆S 大于零的证明留作习题。

我们需要从几个不同角度再回顾一下热传导过程。

首先需要注意到这个过程虽然是准静态的，但不是可逆的：它在热

力学构形空间中由一条熵单调增的准静态轨迹代表。

其次，对于热量从热系统传递到冷系统，这个准静态过程可以在如

下条件下自发进行：(1) 两系统之间传导热量的壁足够薄以致于其质量

（以及其对体系热力学性质的影响）可以忽略；(2) 热量传导的速率足够

慢（例如，壁的热阻足够高）使得每个子系统内部温度都是均匀的。

最后，我们注意到一个子系统的熵是下降地，而另一子系统的熵上

升。使任何特定系统的熵降低都是可行的，但是这会导致其他某些系统

更高的熵增。这个对于单个系统的不可逆过程，可以变得“可逆”——

当然总得在某个犄角旮旯里付出代价。

习题

4.4-1 两个物体在所考虑的温度区间内都具有如下的热容形式

C = A+BT

其中 A = 8 J/K，B = 2 × 10−2 J/K2。如果两物体初始温度分别

为 T10 = 400K 和 T20 = 200K，使其作热接触，试问末温和熵变。
4.4-2 考虑习题 4.4-1 中的系统，再加入第三个物体，其热容为

C3 = BT
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6 原文为“subsystem” （子

系统） ，这里翻译成“主系

统” ，这样能强调它在总体

{subsystem, 可逆热源，可逆功源}
当中的主体地位。

7reversible work source,下文常
用RWS指代。

初始温度为 T30。物体一和物体二相互隔开，物体三与物体二作热

接触。为了使得物体二回到初态，T30 得是多少？第二个过程中物

体二减少了多少的熵？

4.4-3 证明式(4.5)给出的熵增总是正的。

4.4-4 证明，对于两个有相同常数热容的物体，其直接热接触得到的末态

平衡温度等于两物体初温的代数平均。

4.4-5 在所考虑的温度范围内，某类系统的定体热容量反比于温度。

a) 定体情况下，这类系统的能量与温度的关系如何？

b) 如果两个这样的系统，初温分别为 T10 和 T20，相互作热接触，

其最终平衡温度为多少？

4.4-6 N + 1 缸水排成一排，其初始温度分别为 T0, T1, T2, . . . , TN（有

Tn > Tn−1）。一个小物体定体热容为常数 C，初态与 T0 的那缸水

达到热平衡。随后将物体浸在温度为 T1 的缸里。这个过程反复 N

次，直到物体与温度为 TN 的缸达到热平衡。假定相邻两缸水的温

度之比为常数，即

Tn/Tn−1 = (TN/T0)
1/N

并且略去每一缸水的（微小）温度变化，计算如下两种过程的熵增：

a) 物体被“升序”移动（从 T0 到 TN）

b) 物体被“降序”带回（从 TN 到 T0）。

计算熵增在 N → ∞ 时的领头项，T0, TN 保持为常数。注意到对

于大 N 有如下展开式

N(x1/N − 1) = lnx+ (lnx)2/2N + . . .

4.5 最大功定理

可以利用物理系统倾向于熵增大的性质性质来做功，所有此类应用

都遵循最大功定理。

考虑一个初态与末态确定的系统（称为主系统6）。与两个附加系统，

一个可以与主系统交换功，一个可以与主系统交换热。最大功定理指出，

对于主系统从初态变为末态的所有可能过程而言，在可逆过程中主系统

做功最大（放热最小）。而且对于任一可逆过程，主系统做功（传热）是

相等的。

与主系统交换功的“仓库”系统称为“可逆功源”7。可逆功源定义

为由绝热且不可渗透（不能进行物质交换）的器壁围成的、弛豫时间足

够小以至于其中发生的所有过程都可以视为准静态的系统。从热力学的

观点来看，力学中的“保守”（非耗散）系统都是可逆功源。
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图 4.5: 最大功过程示意图。最大功过程是可逆的 (∆Stotal = 0)，主系统对可逆功源做的功WRWS
最大、传给可逆热源的热量 QRHS 最小。

8reversible heat source, 下文常
用RHS指代。

与主系统交换热的“仓库”系统被称为“可逆热源”1。8可逆热源定

义为由刚性且不可渗透器壁围成的、弛豫时间足够小以至于其中发生的

所有过程都可以视为准静态过程的系统。如果可逆热源的温度为 T，由

准静态关系 d̄Q = TdS 交换给可逆热源的热量 d̄Q 会使它的的熵增大。
可逆热源与外界的相互作用可以由它的热容 C(T ) 完全描述（可逆热源

的定义表明它的热容只能为等容热容，所以不必用下标标出）。可逆热源

内能的变化为 dU = d̄Q = C(T )dT，熵的变化为 dS = [C(T )/T ]dT。最
大功定理中涉及的各种传递过程都在图 4.5 中标示出。

最大功定理的证明是直接的。考虑两个过程。每个过程都使主系统

产生相同的内能变化 ∆U 和熵的变化 ∆S，因为这些都是由主系统钦定

的初态和末态决定的。两个过程不同之处仅仅在于主系统初态与末态的

内能之差（−∆U）在可逆功源与可逆热源之间的分配（−∆U =WRWS+

QRHS）。向可逆功源做功最大同时也相应地向可逆热源放热最少的的过

程，自然就是引起可逆热源熵的变化最小的过程（因此也是整个系统熵

变最小的过程，因为可逆功源的熵变为零、主系统的熵变确定）。

在所有可能的过程中，任何一个可逆过程都可以达到 ∆Stotal 的绝

对最小值。（对于所有的可逆过程都有 ∆Stotal = 0）。

简而言之，能量守恒要求 ∆U +WRWS +QRHS = 0。∆U 确定，要使

WRWS 最大则应该使 QRHS 最小。这可以通过使 Sfinal
RHS 最小来实现（因

为 SRHS 随可逆热源的吸热 QRHS > 0 单调增加）。而 Sfinal
RHS 的最小值则

通过使 Stotal 最小，或者说 Stotal = 0 来取得。

上述“描述性的”证明可以转化为更规范的语言，当主系统的初态

和末态十分接近，它们之间的所有差别都可以用微分来表达时，这种转

1源这个字的使用可能使大家倾向于认为主系统从其中吸取而不是向其中释放热量，
这种差别是不存在的
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化显得尤为具有启发性。能量守恒要求

dU + d̄QRHS + d̄WRWS = 0 (4.6)

而熵增原理要求

dStot = dS +
d̄QRHS
TRHS

≥ 0 (4.7)

由此可知

d̄WRWS ≤ TRHSdS − dU (4.8)

不等式右边的量都是定值。dS 和 dU 分别是是主系统钦定的初态和末
态之间的熵之差与内能之差。最大功 d̄WRWS 对应于(4.8)中等号成立的

情况，也即(4.7)中等号成立的情况 (dStot = 0)。

计算出最大功是很有用的，从(4.8)和等量关系 dU = d̄Q + d̄W 中，

得到

d̄WRWS(maximum) =

(
TRHS
T

)
d̄Q− dU

=

[
1−

(
TRHS
T

)]
(−d̄Q) + (−d̄W )

(4.9)

也就是说，在无穷小过程中，能对可逆功源所做的最大功为以下二者之

和：

(a) 主系统对外做功 (−d̄W )，

(b) 主系统释放热量 (−d̄Q) 的 (1− TRHS/T ) 倍。

占主系统释放热量总量 (1 − TRHS/T ) 的热量可以在无穷小过程中

“转化”为功，这个分数称为热机效率 (thermodynamic engine efficiency)，

4.5节会继续讨论这个物理量。但是，我们往往更倾向于依据过程中内能

变化和熵变的总量来解决最大功问题（而不采用算出微小过程的热机效

率然后对全过程积分）。

回到整个（非无穷小）过程，能量守恒条件变为

∆U主系统 +QRHS +WRWS = 0 (4.10)

可逆性条件为

∆Stotal = ∆S主系统 +

∫ d̄QRHS
TRHS

= 0 (4.11)

计算方程中的积分必须要知道可逆热源的热容 CRHS(T ) = d̄QRHS/dTRHS.

给定 CRHS(T ) 就可以计算出这个积分，进而可以推断净热交换 QRHS.
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9 由于已经使用了可逆性条件

∆Stotal = 0，故下式中的WRWS

为主系统对可逆热源做的最大

功。

反过来根据(4.10)式又可以算出 WRWS. 利用(4.10)和(4.11)式，通过上述

程序计算，就可以解决最大功定理相关的所有问题。

如果可逆热源是一个热库，那么问题将会进一步简化。热库的是很

大的可逆热源，大到我们所关心的任何热交换都可以视为不改变其温度。

简而言之，热库就是具有固定并且明确温度的热源。对于这样一个系统，

(4.11)式简化为

∆Stotal = ∆S主系统 +
Q热库
T热库

(4.12)

并且通过(4.10)和(4.12)式可以消去 Q热库(= QRHS), 得到9

WRWS = T热库∆S主系统 −∆U主系统 (4.13)

最后指出，主系统钦定的末态的能量是可以比初态更大的。在那种情况

下最大功定理仍然成立，但是主系统“对外做功”应该为负。（所以根据

最大功定理）对于可逆过程而言这份对主系统所做的功是最小的（此时

主系统对外做功仍然是其代数最大值）。

■例 4.3 一摩尔理想 van der Waals流体经过某个过程从初态 T0,v0 变为

末态 Tf ,vf。另一个系统（作为可逆热源）有确定的体积和初始温度 T20；

它的热容随温度线性变化：

C2(T ) = DT (D = constant)

系统对可逆功源做的最大功是多少？

解

这个问题与4.1节中的例题的解法相似，只是公式有所不同。第二个

系统是一个可逆热源；因此能量对温度的依赖关系为

U2(T ) =

∫
C2(T )dT =

1

2
DT 2 + constant

熵对温度的依赖关系为

S2(T ) =

∫
C2(T )

T
dT = DT + constant

因为理想 van der Waals流体系统的能量和熵对于 T 和 v 的依赖关

系由(3.49)和(3.51)式给出，从中可得

∆U1 = cR(Tf − T0)−
a

vf
+

a

v0
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∆S1 = R ln
(
vf − b

v0 − b

)
+ cR ln Tf

T0

第二个系统（可逆热源）的温度从 T20 变为某个未知的温度 T2f , 所以

∆U2 =
1

2
D(T 2

2f − T 2
20)

并且

∆S2 = D(T2f − T20)

T2f 的值由可逆性条件决定

∆S1 +∆S2 = R ln
(
vf − b

v0 − b

)
+ cR ln Tf

T0
+D(T2f − T20) = 0

上式变形为

T2f = T20 −RD−1 ln
(
vf − b

v0 − b

)
− cRD−1 ln Tf

T0

能量守恒条件要求主系统对可逆功源所做的功 W3 满足

W3 +∆U2 +∆U1 = 0

由此

W3 = −
[1
2
D(T 2

2f − T 2
20)
]
−
[
cR(Tf − T0)−

a

vf
+

a

v0

]
其中 Tf 已知, T2f 在上文已求出。 ■

习题 4.5-1 讨论了一个更简单系统（单原子理想气体和热库）的相

似问题。解决这两个问题不需要任何使系统从初态变为末态的具体过程，

但习题 4.5-2 中涉及到了特定的过程（习题 4.5-2 和 4.5-1 强烈推荐给读

者）。

■例 4.4 同位素分离

在分离U235 和U238 以生产原子能发电站所需的浓缩燃料的过程中

天然的铀与氟反应生成六氟化铀 (UF6)。六氟化铀在室温和大气压下是

气体。天然的铀中U235 摩尔分数 0.0072，即 0.72%。生产 1 摩尔 2% 的
浓缩燃料需要加工 10 摩尔天然的UF6，剩余 9 摩尔废料。UF6 气体可

以近似视为一种多原子、多组分的简单理想气体，c = 7/2（(3.40)式）。

假定分离过程在温度为300K，压强为一个大气压的条件下进行，并且假
定外界大气为热库（温度为300K），那么进行浓缩过程所需的最小功是
多少？这些功（能量）最终去了哪里？
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解

这个问题是一个最大功原理的实例，其中系统所需的最小功对应于

系统“所做的”最大功。系统的初始状态为 10摩尔天然UF6，T = 300K，
P = 1 atm。系统的末态为相同温度与压强下的 1 摩尔浓缩气和 9 摩尔

废气。冷库（外界大气）也处于相同的温度。

我们需要找到系统的熵变和内能变化。由条件可知，系统的状态方

程是熟悉的形式：

U = 7/2NRT. PV = NRT

根据(3.40)式可以写出系统的基本方程，联立就能够将熵写成 T 和 P 的

函数：

S =
2∑

j=1

Njs0j +

(
7

2

)
NR ln

(
T

T0

)
−NR ln

(
P

P0

)
−NR

2∑
j=1

xj lnxj

最后一项——“混合熵”如(3.40)式所定义，是同位素分离过程至关重要

的一项。

首先计算在 9摩尔废料中U235F6的摩尔分数；经计算得出为 0.578%。
由此系统熵变为

∆S =−R[0.02 ln 0.02 + 0.98 ln 0.98]︸ ︷︷ ︸
1 mol浓缩气

− 9R[0.00578 ln 0.00578 + 0.994 ln 0.994]︸ ︷︷ ︸
9 mol废气

+ 10R[ 0.0072 ln 0.0072︸ ︷︷ ︸
10 mol天然气体中U235F6 部分

+0.9928 ln 0.9928︸ ︷︷ ︸
U238F6部分

] = −0.0081R

=− 0.067 J/K

气体放热。

气体的能量没有变化，所有对系统所做的功都通过热量传递给了外

界大气。这份功，或者说热量，为

−WRWS = Q热库 = −T∆S = 300× 0.067 = 20 J

■

如果存在一种半透膜，U235F6 能透过，但是U238F6 不能通过，那么

分离就能轻易完成。不幸的是这种半透膜不存在。实际中采用的分离方

法都是利用两种同位素细微的质量差异的动态（非准静态）过程——利

用离心器，质谱仪或者气体扩散。
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10 即认为热机的主系统（例如锅

炉）只通过释放热量转化为功

11 英文原文为"energy short-
age"，中文直译作能源短缺，某
种意义上倒是避免了这个问题。

4.6 热机、制冷机和热泵的工作功率

从(4.6)和(4.7)式可知，在包含了一个“热”的主系统、一个“冷”的

可逆热源和一个可逆功源的无限小可逆过程中，有

(d̄Qh + d̄Wh) + d̄Qc + d̄WRWS = 0 (4.14)

以及

dSh +
d̄Qc

Tc
= 0 (4.15)

其中下标 h 代表“热”系统，下标 c 代表“冷”系统。在这样一个过程

中所做功 d̄WRWS 达到了代数意义上的最大值。这能对许多有用设备的

操作给出判据。

热机 (thermodynamic engine) 便是最直接的应用。此处的“热系

统”可能是某个熔炉或者蒸汽锅炉，而“冷”的可逆热源也许是环境大

气，对于发电站来说大概是河流和湖泊。效率被定义为从热系统流出的

热量2(−d̄Q) 转化成功 d̄WRWS 的比例。令(4.14)式中 d̄Wh = 0（这仅

是(4.9)式中加在做功上的一项）10，我们可以得到热机效率 (thermody-

namic engine efficiency) εe:

εe =
d̄WRWS
(−d̄Qh)

= 1− Tc
Th

(4.16)

能量交换的关系如图4.6a 所示。

若主系统温度 Th 给定，热机效率随 Tc 降低而升高。即冷系统（热

量流向的地方）的温度越低，热机效率越高。理论上最大的效率为 1，当

低温端温度为零时达到。如果有一个零温的水库可以作为低温热源，那

么热量变可以完全转变成功（再也不用需要担心“能源危机”311了！）。

制冷机/冰箱 (refrigerator) 就是倒过来运转的热机。这个设备是用

来通过耗费尽量少的功来将热量从一个冷系统中提取出释放到相对较

热的环境大气中的。(4.14)式和(4.15)式依旧管用，但制冷机的工作效率

(coefficient of refrigerator performance) 得恰当的反映出这个设备的目

的——其定义为制冷机从冷系统中吸收的热量与从电力公司买来的电做

2这里的符号可能会引起一些误解。整本书中，符号 W 和 Q，或者 d̄W 和 d̄Q 代表
输入系统的功和热量。那么流出系统的便是 (−Q) 或 (−d̄Q)。这样流出热系统的5 J热
量会写成输出(−Qh) = 5 J，而热量输入为 Qh = −5 J。为了清楚起见，在这一章中，我
们附加了额外的括号用以提醒在这个例子中 (−Qh) 是一个正的值。

3能源短缺，在任何意义上都不是一个恰当的词。能量是守恒的！缺的是“熵汇”——
低熵系统。有了这样的系统，我们便可以和大自然作交易，升高它们的熵（通过氧化碳
氢化合物、使热量流向低温热源或者使气体膨胀），去完成有用的任务。我们面临的是
“负熵短缺”！
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图 4.6: 热机、制冷机和热泵。图中有 d̄W = d̄WRWS

功之比

εr ≡
(−d̄Qc)

(−d̄WRWS)
=

Tc
Th − Tc

(4.17)

如果 Tc = Th，则制冷机的工作效率将变为无穷大：不需要做功就

能将热量从一个系统转移到另一个系统。当 Tc 相对 Th 下降时，效率会

降低。如果 Tc 达到零，则工作效率也将为零（假定 Th 不变）。即便是将

很少的热量从一个零温附近的系统中提取出来，也需要消耗大量的功。

现在考虑热泵 (heat pump)，它通过可逆功源做功从低温热源处提

取热量来加热高温系统。一个实际的例子是，在大冬天，你家里是高温

系统，户外是低温热源，而可逆功源还是电力公司。实际上，热泵加热

房间的原理相当于把冰箱的门打开，让它对着窗户外。冰箱里和室外联

通了，它就会尝试（尽管不可能成功）继续给室外降温。从这个巨大的

热源中提取的热量，加上这个过程所消耗的从电力公司买来的能量，一

起通过冰箱的冷凝管传到了室内。

热泵的工作效率 (coefficient of heat pump performance) εp 定义为

流入热系统的热量与所做功之比：

εp ≡
d̄Q

(−d̄WRWS)
=

Th
Th − Tc

(4.18)
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习题

4.6-1 0.001K是实验室中较容易达到的温度。如果电力公司的电价是$15/(kW · h)，
那么从温度为0.001K的系统中提取一瓦时的热量需要花多少钱？
高温热源为300K的环境大气。

答案：

$45

4.6-2 一个房间维持在70 °F，而室外为50 °F。一个加热房间的办法是将
从电力公司买来的功直接转换成热，这也是许多电热器所用的策

略。另一种办法是用这些功来驱动一个热泵。如果这个热泵能达到

理想的工作效率，那么耗费比是多少？

4.6-3 一个家用冰箱的内部温度为35 °F。每开关一次冰箱门放个什么东
西进来，会带来平均50 kcal的热量，但几乎不改变冰箱的温度。冰箱
每天开关 15次，并以理想工作效率的 15%工作。电价是$15/(kW · h)。
试问为这台冰箱每月该付多少钱？

4.6-4 从4.2K的液氦中抽取热量，高温端为77.3K的液氮。问每从液氦中
抽取一 joule 热量，会向液氮中传递多少 joule 热量？

4.6-5 假定某物体具有状态方程 U = NCT，其中 NC = 5 J/K，其
在0.5K至室温的范围内适用。以环境大气作为高温热源，需要花
费多少功才能将该物体从室温（300K）降至0.5K？

答案：

16.2 kJ

4.6-6 一摩尔单原子理想气体等温的从 10升膨胀 15升，其温度为400K。
这个过程所作功被用来驱动工作在200K和300K之间的制冷机。其
最多可以在低温端带走多少热量？

4.6-7 给出4.1节中例4.2的一个构造性的解。你为使高温物体温度达到最

高的解，可以基于以下过程：两个较冷物体间工作的热机，工作直

至两物体等温。其所作的功用以驱动一个热泵，工作与低温物体对

与高温物体之间。证明这个过程能得到原例中相同的结果。

4.6-8 假定一摩尔理想 van der Waals 流体等温膨胀，温度为 Th，体积

由初态 Vi 膨胀至 Vf。另有一温度为 Tc 的热源。将(4.9)式应用于

一个微分过程上，并将其积分，以得到其对可逆功源做的功。检验

能量和熵的守恒性。

提示：为了得到对可逆功源所作的总功，记得加上直接做功 PdV
（正如(4.9)式一样）。

4.6-9 两摩尔理想气体从初态 (Pi, Vi) 变化到末态 (Pf = B2Pi, Vf =

Vi/B)，其中 B 是一个常量。另有一可逆的功源和温度为 Tc 的

热源。求可对可逆功源所作的最大功。
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图 4.7: Carnot 循环过程中辅助系统的 T -S 图与 P -V 图

给定 B,Pi 和 Tc，当 Vi 取何值时这个功是正的？

4.6-10 假定习题 4.6-9中的过程依轨迹 P = B/V 2 进行，式中 B = PiV
2
i 。

对微分过程应用最大热机效率，对比习题 4.6-9 中的结果。记住习

题 4.7-8 中给出的提示。

4.6-11 假定习题 4.6-9 中的过程发生于 T − V 平面上的一条直线上，沿

轨迹积分，并对比 4.6-9 和 4.6-10 的结果。

4.7 Carnot 循环

在本章中，为了强调传递最大功是所有可逆过程的共同属性，我们

几乎没有关注特定的过程。虽然如此，考虑一类特定的过程——“Carnot

循环”是很有用的，一是因为它阐明了某些共同的特征，二是因为这个

过程在热力学理论的历史发展中起了极其重要的作用。

一个系统分别与可逆热源和可逆功源交换热和功，从一个特定的初

态演化为一个特定的末态。为了描述一个特定的过程, 仅仅用系统在热

力学位形空间的轨迹是不够的。过程最重要的特征涉及系统与可逆热源

和可逆功源交换热和功的方式。为此可能要利用到辅助系统。辅助系统

是我们用来完成日常工作的“工具”或“装置”，用通俗的语言来讲，辅

助系统组成了产生该过程的物理引擎。

任何热力学系统——有活塞的气缸中的气体，可控磁场中的磁性物

质，或者某些化学系统都能被用作辅助系统。唯一的要求就是在过程结

束时辅助系统要恢复到它的初态；也即辅助系统不参与系统总的能量或

者熵的变化（因为辅助系统初态和末态相同，能量和熵都没有变化）。

Carnot“循环”这个名字反映的就是在辅助系统中这个过程的循环性。

为了阐述的清晰，我们暂时假定主系统和可逆热源都是热库，其中

主系统为“热库”而可逆热源为“冷库”；这个条件允许我们考虑有限的

热和功传递而不仅仅是无限小的传递。

Carnot 循环分四步完成，其中每一步辅助系统温度和熵的变化都在
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图4.7中画出。

1. 辅助系统最初与主系统（热库）具有相同的温度，并与该热库和

可逆功源相接触。然后通过改变其某个广延量使辅助系统经历一个等温

过程；如果辅助系统是气体它将会等温膨胀，如果是磁性系统它的磁矩

将会等温减小，等等。在这个过程中，一部分热量从热库传递到辅助系

统，一部分功（
∫
PdV 或者是磁性系统或其它系统中类似的表达式）从

辅助系统传递到可逆功源。这是图4.7中的等温阶段 A→ B。

2. 辅助系统现在只与可逆功源相接触。然后绝热膨胀（或是绝热

消磁等）直至它的温度下降到与冷库相同。又一部分功从辅助系统传递

到可逆功源。在这个准静态绝热过程中辅助系统的熵不变，如图 4.7 中

B → C 所示。

3. 辅助系统与冷库和可逆功源相接触，然后等温压缩。压缩一直进

行到辅助系统的熵回到它的初始值。在这个过程中有一部分功从可逆功

源传递到辅助系统，还有一部分热量从辅助系统传递到冷库。这是图 4.7

中的 C → D 阶段。

4. 辅助系统绝热压缩，一部分功从可逆功源传递到辅助系统。压缩

过程使辅助系统回到它的初态，完成整个循环。同样，在这个过程中辅

助系统的熵不变，即从图 4.7 中 D 到 A。

在步骤 1中从主系统（热库）中提取的热量为 Th∆S，在步骤 3中传

递到冷库的热量为 Tc∆S。二者之差 (Th − Tc)∆S 即为整个循环中传递

给可逆功源的净功。在图 4.7的 T −S 图中，从主系统提取的热量 Th∆S

可以用 ABSBSA 的面积来表示，释放给冷库的热量可以用 CDSASB 的

面积来表示，传递的净功可以用 ABCD 的面积来表示。循环性能系数

就是 ABCD 与 ABSBSA 的面积之比或者是 (Th − Tc)/Th。

Carnot循环可以用许多其它的图来表示，比如 P −V 图或者 T −V

图。它在 P − V 图上的表示已经在图 4.7 中。代表绝热（等熵）过程

中 P 对 V 依赖关系的曲线 BC 的精确形式将遵照辅助系统的状态方程

P = P (S, V �N)。

如果热库和冷库都只是可逆热源，而不是热库，Carnot 循环则只能

在无限小的过程中进行。在步骤 1 中从主系统（热源）提取的热量将不

再是 Th∆S 而是 ThdS，对于其它几步也有类似的变化。即使此时 Th 和

Tc 都在不断变化，对于整个过程的计算需要对所有的无限小过程积分，

也对本质的结果没有什么影响。

我们应该知道实际的引擎达不到理想的热力学效率。因为摩擦，以及

整个过程不能进行得那么慢所以不能被视为真正的准静态过程，实际的

引擎的效率很少超过理想的热力学效率的 30%或 40%。虽然如此，由基
本热力学原理所确定的效率的上限仍然是工程设计中一个重要的因素。

当然，还有其它的因素，我们将在4.9继续讨论。
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■ 例 4.5 N 摩尔单原子理想气体被用作 Carnot 循环中的辅助系统。理

想气体初始时与热库相接触，在循环的第一阶段体积从 VA 膨胀为 VB。

4计算在 Carnot 循环的四个步骤中，每一个步骤所传递的热量和功，结

果用 Th, Tc, VA, VB, 和 N 表示。直接证明这个循环的效率为 Carnot 效

率。

解

所给出的数据都是 T 和 V；因此我们可以把熵和内能表示成 T, V, 和 N

的函数。

S = Ns0 +NR ln(T
3/2V N0

T
3/2
0 V0N

)

并且

U =
3

2
NRT

所以在温度为 Th 的等温膨胀过程中

∆SAB = SB − SA = NR ln(VB
VA

)

且

∆UAB = 0

由此

QAB = Th∆SAB = NRTh ln(VB
VA

)

WAB = −NRTh ln(VB
VA

)

在循环的第二步中，气体绝热膨胀直到温度降至 Tc，体积同时增大

为 VC。从 S 的表达式中我们可以看出 T
3
2V = constant，并且

VC = VB(
Th
Tc

)3/2

QBC = 0WBC = ∆U =
3

2
NR(Tc − Th)

在第三步中气体等温压缩至体积 VD。这个体积一定与体积 VA 在同

4注意到在这个例子中诸如 U, S, V,Q 等物理量指的是辅助系统而不是“主系统”（热
库）



Draft
Transl

at
ion

4.8 温度与熵的可测量性 89

一条绝热曲线上（看图 4.7），所以

VD = VA(
Th
Tc

)3/2

然后，如同步骤 1，

QCD = NRTc ln(VD
VC

) = NRTc ln(VA
VB

)

WCD = −NRTc ln(VA
VB

)

最后，在绝热压缩过程中

QDA = 0

并且

WDA = UDA =
3

2
NR(Th − Tc)

从这些结果中我们得到

W =WAB +WBC +WCD +WDA = −NR(Th − Tc) ln(VB
VA

)

−W/QAB = (Th − Tc)/Th

即为所期望的 Carnot 效率。

■

4.8 温度与熵的可测量性

Carnot 循环不仅仅是可逆过程、最大功过程的例子，它还为测量温

度提供了操作性的方法。回顾一下，熵仅仅作为一个抽象函数被引入，它

的极大值对应平衡态，然后温度被定义为这个抽象函数的偏导数。显然，

定义没有提供直接测量温度的方法，测量温度需要找其他途径。

前文有关热机效率的讨论指出，在温度为 Th, Tc 的两系统之间工作

的可逆热机的效率为

εe = 1− Tc
Th

(4.19)

热机效率定义为传热与做功之比，故而是可测量的。因此 Carnot 循环

提供了测量两系统温度之比的操作方案。

不幸的是，实际过程不可能是真正准静态的，从而真实的热机效率

不会等于理论值。因此两个给定系统的温度之比只能通过受限的最大热
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机效率测出，不过这就是实践问题而非原则问题啦。

温度的比值可以测量，该结论等价于温度能够被确定到只差一个任

意的常数因子。在指定某种基准系统的温度值以后，其他系统的温度随

之确定（与基准系统的温度成正比）。

2.6节讨论了基准系统的选择、特定温度值的钦点等等问题。例如绝

对 Kelvin 温标指定水的三相点温度为 273.16. 通过 Carnot 循环可以测

出任意系统与三相点系统的温度 273.16K 之比，从而确定了该系统在绝
对 Kelvin 温标下的温度值。

在说明了温度的可测量性之后，熵的可测量性也就迎刃而解了。熵

的可测量性基于热力学形式体系。熵的抽象性使得人们对它的测量格外

关注。

下面介绍的方法只能测量熵的差值，或者说相对熵。不过它可以通

过1.10节介绍的假设 IV——“Nernst 假设”而得到绝对熵。

考虑经历某可逆过程的一个复合系统，关注其中一个子系统。该子

系统从参考态 (T0, P0) 通过 T -P 图上的某路径演化到 (T1, P1) 态。相应

的熵变为

S1 − S0 =

∫ (T1,P1)

(T0,P0)

[(
∂S

∂T

)
P

dT +

(
∂S

∂P

)
T

dP
]

(4.20)

=

∫ (T1,P1)

(T0,P0)

(
∂S

∂P

)
T

[
−
(
∂P

∂T

)
S

dT + dP
]

(4.21)

=

∫ (T1,P1)

(T0,P0)
(−V α)

[
−
(
∂P

∂T

)
S

dT + dP
]

(4.22)

其中(4.21)式用到了附录A的 A.22式，(4.22)式用到了导数约化关系——

这在第7才正式讲到，习题 4.8-1 介绍了一种直接但是繁琐的推导方式。

(4.22)式积分中的每一项都直接可测量；因子
(
∂P/∂T

)
S
通过绝热

过程的压强与温度之比测出。因此任意两个状态 (T0, P0), (T1, P1) 的熵

差就通过可观测数据的数值积分得到啦。

习题

4.9 热机性能的其他判据；“内可逆热机”的输出功率

前面提过，真实热机的设计并不总是以效率最大化为目标。输出功

率、简洁性、开发成本等等指标也很重要，并且它们经常是冲突的。本

节以“内可逆热机 (endoreversible engine)”5问题为例介绍真实热机的

性能判断标准。

仍然假设主系统与可逆热源是温度分别为 Th, Tc 的热库，热机从高

温热库提取热量，驱动可逆功源做功。任意可逆热机都能达到最大效率，

5F. L. Curzon and B. Ahlborn, Amer. J. Phys 43, 22 (1975). 这一定理的深入分
析以及推广可见 M. H Rubin, Phys Rev A19, 1272 and 1279 (1979) （以及其中的参
考文献）。
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图 4.8: 内可逆热机循环示意图

然而可逆机的输出功率（单位时间做的功）简直日了 poi。考虑可逆机运

行的第一阶段，热量从热库传递到辅助系统。如果辅助系统的工质（例

如，理想气体）的温度与热库相等，则不会发生热量传递；而工质温度

比热库相差有限大则会使得传热过程不可逆（从而使整个过程不可逆）。

在 Carnot 热机中，这个温度差是“无穷小”的，于是热量传递的过程

“无穷慢”，输出功率“无穷小”。

为了使功率不为零，从高温热库吸热以及向冷库放热的过程必须不

可逆。

内可逆热机定义为做功循环过程中只有热传递的两个过程（从热库、

冷库吸热放热）不可逆、其他过程与可逆机相同的热机。

为了简化分析，仍然假设内可逆热机的主系统、可逆热源分别为高

温 Th、低温 Tc 的热库，当然还有一个可逆功源。做功循环的两个等温过

程的温度设为 Tw（w 表示“暖 (warm)”）和 Tt（t表示“微热 (tepid)”），

Th > Tw > Tt > Tc. 于是热量从高温热库流向温度差为 Th −Tw 的工质，

如图4.8。类似地，排热过程的温度差为 Tt − Tc.

让我们假设热量流动的速率与温度差 Th − Tw 成正比吧！设传递热

量 Qh 经过时间 th:

(−Qh)

th
= σh · (Th − Tw) (4.23)

其中 σh 是传导系数（热导率乘以接触面积除以热库与工质之间壁的厚

度）。工质与冷库的传热过程同理。于是热机的两个等温过程经历的时间

为

t = th + tc =
1

σh

(−Qh)

Th − Tw
+

1

σc

Qc

Tt − Tc
(4.24)

再假设热机的两个绝热过程经历的时间远小于 (th + tc)，因为绝热

过程时间受到相对较短的工质弛豫时间的限制。此外，工质的弛豫时间

还能通过设计活塞与气缸尺寸、改良内挡板、氪金等魔改方式进一步减
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小。

Qh, Qc 以及做功 W 的关系可以由一个在温度为 Tw, Tt 的热库之间

工作的 Carnot 热机效率得到，(4.24)式化为

t =

[
1

σh

1

Th − Tw

Tw
Tw − Tt

+
1

σc

1

Tt − Tc

Tt
Tw − Tt

]
W (4.25)

热机的输出功率为 W/t，通过调节尚未确定的 Tw, Tt 可以使功率最大

化。不难求出最佳的中介温度为

Tw = c(Th)
1/2, Tt = c(Tc)

1/2 (4.26)

其中

c =

[
(σhTh)

1/2 + (σcT
c)1/2

]
σ
1/2
h σ

1/2
c

(4.27)

内可逆热机的最大功率为

功率 =

(
W

t

)
max

= σhσc

[
T
1/2
h − T

1/2
c

σ
1/2
h + σ

1/2
c

]2
(4.28)

相应的“内可逆热机最大功率 (endo reversible engine maximized for

power)”的效率记作 εerp, 容易求出

εerp = 1−
(
Tc
Th

)1/2

(4.29)

注意这个效率和热导系数 σh, σc 无关！

大型电厂最重要的评价标准之一是最大输出功率，表 4.1 是 Curzon

和 Ahlborn 展示的三个电厂的相关数据。

表 4.1: 电厂效率以及与相应的 Carnot 效率、内可逆热机效率 εerp 数据

电厂 Tc(
◦C) Th(

◦C) ε (Carnot) εerp ε (实测值)

West Thurrock (U.K.) coal fired steam plant ∼ 25 565 0.64 0.40 0.36
CANDU (Canada) PHW nuclear reactor ∼ 25 300 0.48 0.28 0.30
Larderello (Italy) geothermal steam plant 80 250 0.32 0.175 0.16

习题

4.10 其他循环过程

除了 Carnot热机、内可逆热机之外，还有更多与三次元实际结合更

紧密的热机。
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图 4.9: Otto 循环示意图

Otto 循环（更确切的说法是“空气标准 Otto 循环”）是粗略描述汽

油引擎的近似模型。图 4.9 是 V -S 图上的循环过程。引擎的工质（气缸

内空气与汽油蒸汽的混合物）首先被绝热压缩 (A→ B)，接着被恒容加

热 (B → C)；这一步粗略描述了汽油在气缸内的燃烧过程。在循环的第

三步——做功冲程，工质绝热膨胀 (C → D)。最终工质经恒温冷却回到

初始状态 A.

在实际的汽油引擎里，工质的化学反应（“燃烧”）发生在过程 B →

C; 因此系统组分的摩尔数变化了——Otto 循环里忽略了这一点。此外，

实际引擎最初的绝热压缩过程并非准静态，从而也不是等熵的。不过这

个理想化的空气标准 Otto 循环还是能够粗略分析汽油引擎。

与 Carnot 循环不同，理想 Otto 循环的吸热过程 B → C 不是在

恒温条件下进行。因此每个无穷小元过程的热机效率都不等，Otto 循环

全过程的热机效率需要对温度变化下的 Carnot 效率积分得到。Otto 循

环的效率取决于工质的性质，对于工质为理想气体（且热容与温度无关）

的情形，Otto 循环的效率为（推导作为习题）：

εOtto = 1−
(
VB
VA

)(cP−cv)/cv

(4.30)

比值 VA/VB 称为引擎的压缩比。

Brayton 循环或者 Joule 循环由两个等熵过程和两个等压过程组成，

循环过程的 P -S 图如图 4.10所示。工质（气体与燃料）经绝热压缩 (A→

B)，然后在燃料等压条件下燃烧、系统升温 (B → C)、膨胀 (C → D)，

并释放到大气中。过程 D → A发生在引擎之外，引擎吸入新鲜空气使得

循环重新开始。如果工质气体是理想气体且热容与温度无关，则 Brayton

循环的效率为：

εe = 1−
(
PA

PB

)(cP−cv)/cP

(4.31)
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图 4.10: Baryton 循环（或称为 Joule 循环）示意图

图 4.11: 气体标准 Diesel 循环示意图

气体标准 Diesel 循环含有两个等熵过程、两个等容过程；或者是两

个等熵、两个等压过程。循环过程如图 4.11 所示。工质（气体、燃料混

合物）经压缩 (A → B) 之后，燃料燃烧使系统等压膨胀 (B → C)。接

着工质绝热膨胀 (C → D) 并等容冷却 (D → A).

习题
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5.1 能量最小原理

之前的章节已经得到了熵最大原理最显著最直接的一些推论，进一

步的推论会导出其它很多有用的基本结论。不过本章要重新审视理论的

形式框架，并且注意到用一些等价的数学形式可以重新构造出相同的内

容，这对深化发展热力学理论十分有益。这些其它的形式（表象）会在

一些特殊类型的问题中显得特别方便，而热力学计算的艺术经常体现在

选取对于给定的问题最适用的某种形式（表象）上。在恰当的表象下热

力学问题会变得极为简单，而在不恰当的表象下会变得极为复杂。

力学中也会出现多种等价的形式——Newton 形式，Lagrange 形式，

Hamilton形式。同样也会有某一问题用 Lagrange形式处理会比用 New-

ton 形式更加容易处理的请况，反之亦然。但是不同形式（表象）导致的

难易不同在热力学中表现得极为显著。正因如此，等价表象之间的一般

变换理论是热统计理论的基础之一。

之前实际上已经考虑过了两种等价的表象——能量表象和熵表象。

但基本的极值原理却只在熵表述中构造出来。如果这两种表述的理论地

位相同，我们就必须找出能量表象中与熵最大原理类似的极值原理，它

确实存在。熵最大原理等价于能量最小原理，二者可相互替代。熵最大

原理表明，在总能量的给定的条件下，平衡态对应于熵取最大值的状态。

能量最小原理则表明对于给定总熵的平衡态，能量取最小值。

图5.1展示了4.1节讨论的复合系统位形空间的剖面图。标记为 U 和

S 的轴对应复合系统的总能量和总熵，而标记为 X
(1)
j 的轴则对应着第

一个子系统的某个广延量。其它没有在图中显示的轴还包括 U (1)，Xj 以

及其它的 X
(1)
k 和 Xk。



Draft
Transl

at
ion

96 Chapter 5. 其它表象，Legendre 变换

图 5.1: 平衡态 A 在给定 U 时 S 取极大。

图 5.2: 平衡态 A 在给定 S 时 U 取极小。

1 基本方程所对应的曲面

复合系统的总能量是一个由封闭条件决定的常数。这个封闭条件的

几何表示是系统的态处于图5.1中 U = U0 的平面上。系统的基本方程表

示为图中的曲面，因此表示系统状态的点一定位于曲面和平面相交得到

的曲线上。如果参数 X
(1)
j 不受约束，那么平衡态就是曲线上使得熵最大

的态，也就是图5.1中标记为 A 的态。

在另一种表象下，平衡态 A 可以视为给定熵的能量最小态——如

图5.2所示。经过平衡态点 A 的平面 S = S0 与基本曲面
1相交定义了一

条曲线。这条曲线包含了一族熵为常数的态，而平衡态 A 则是曲线上能

量最小的态。

如图5.1和5.2所示，熵最大和能量最小原理的等价性明确依赖于基本

曲面的几何形状，这个性质是普遍的。4.1节讨论过，基本曲面的形状是

由 ∂S/∂U > 0 以及 U 是关于 S 的单值连续函数这两个假设决定的；因

此这两个关于解析性质的假设是两个原理等价的隐含条件。

总结一下，尽管尚未证明，但以下两个原理看起来是等价的：

熵最大原理. 在总的内部能量确定时，任何不受约束的内部参量在

平衡时的取值都使得熵最大。
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能量最小原理. 在总的熵确定时，任何不受约束的内部参量在平衡

时的取值都使得能量最小。

两个极值准则等价性的证明既可以用物理论证，也可以用数学的方

式阐述。首先考虑物理论证，下面说明如果能量不是最小值的话，熵就

可以不是最大值，并且反之亦然。

假设系统处于平衡态但能量并不是在给定的熵下可能的最小值。这

样就可以在保持熵为常数的同时从系统中提取能量（通过做功），并且

随后就可以通过传热把这部分能量返还给系统。这样系统的熵会增加

（d̄Q = T dS），于是系统恢复到它初始的能量，但是熵增加了。这跟
初始的平衡态是熵最大的态是矛盾的！因此我们不得不推断最初的平衡

态必须具有给定的熵下最小的能量。

相反的推论，也就是最小能量要求最大的熵，可以用类似的方式构

造（见习题 5.1-1）.

下面是更形式化的证明，先假设熵最大原理成立：(
∂S

∂X

)
U

= 0 及

(
∂2S

∂X2

)
U

< 0 (5.1)

在此为了简便，我们将 X
(1)
j 写作 Xj，这暗示着其它的 X 将保持为常

数。同时为了简便，我们暂时将一阶导数 (∂U/∂X)S 记为 P。于是根据

（根据附录A中的公式 A.22）可得：

P ≡
(
∂U

∂X

)
S

= −

(
∂S

∂X

)
U(

∂S

∂U

)
X

= −T
(
∂S

∂X

)
U

= 0 (5.2)

由此可推断 U 是极值。为了分清这个极值是极大极小还是拐点，我们必

须研究二阶导数 (∂2U/∂X2)S ≡ (∂P/∂X)S 的正负。但是如果将 P 当

做 U 和 X 的函数，则有：(
∂2U

∂X2

)
S

=

(
∂P

∂X

)
S

=

(
∂P

∂U

)
X

(
∂U

∂X

)
S

+

(
∂P

∂X

)
U

=

(
∂P

∂U

)
X

P +

(
∂P

∂X

)
U

(5.3)

=

(
∂P

∂X

)
U

. (P = 0) (5.4)

=
∂

∂X

−
(
∂S

∂X

)
U(

∂S

∂U

)
X


U

(5.5)
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2 当然，从一个初态出发，通过不

同的过程会到达不同的平衡态。

= −

∂2S

∂X2

∂S

∂U

+
∂S

∂X

∂2S

∂X∂U(
∂S

∂U

)2 (5.6)

= −T ∂
2S

∂X2
> 0

(
∂S

∂X
= 0

)
(5.7)

因此 U 是一个极小值。反向的论证在形式上是一样的。

以前说过，两个极值条件完全等价的事实类似于几何中的等周问题。

也就是一个圆既可以描述为给定周长下面积最大的二维图形，也可以描

述为给定面积下周长最小的二维图形。

这两个描述圆的极值条件是完全等价的，每一个都适用于所有的圆。

只不过它们给出两种不同的生成圆的方法。如果要把正方形连续变形为

一个圆，我们可以保持它的面积是常数并且允许它的边像橡皮筋一样收

缩。这样我们得到了作为给定面积下周长最小图形的一个圆。等价地，我

们也可以保持正方形的周长不变并允许面积增加，这样就得到了作为给

定周长下面积最大图形的一个（不同的）圆。尽管如此，在得到这些圆

之后，每一个圆都同时满足自身取值下面积和周长的极值条件。

关于热力学系统的物理情形跟上面描述的几何情形是非常类似的。

也就是说，任何一个平衡态既可以描述为给定能量下熵最大的态，也可

以描述为给定熵下能量最小的态。但是这两个条件却给出了两个不同的

达到平衡态的方法。

作为这两种达到平衡方法的一个特定的例子，考虑一个最初固定在

封闭圆柱某个位置的活塞。如何在移除活塞位置的限制之后使系统达到

平衡态？我们可以简单地移去约束来使它自发达到平衡；此时由于封闭

条件，能量会保持为常数而熵会增加。这个过程就是熵最大原理所要求

的过程。此外，我们可以让活塞非常缓慢地移动，可逆地对外做功直到

它到达两边压强相等的位置。在这个过程中能量从系统中提取出来，但

是系统的熵保持为常数（这个过程是可逆的且没有热流）。这个过程就是

能量最小原理要求的过程。我们想强调的关键事实是，这两个过程以及

其它任意过程最终达到的平衡态都满足两大极值原理。2。

为了进一步说明最小能量原理，下面用它来解决2.4节的热平衡问题

（那里是用最大熵原理解决的）。考虑内部由固定的透热壁分隔的封闭复

合系统，热量可以在两个子系统间自由流动，下面来找出它的平衡态。

能量表象下的基本方程是

U = U (1)(S(1), V (1), N
(1)
1 , . . .) + U (2)(S(2), V (2), N

(2)
1 , . . .) (5.8)

所有的体积和摩尔数都是已知常数，需要计算 S(1) 和 S(2)。暂时忽略系

统封闭导致的总能量不变的事实，如果允许能量改变的话，平衡态对应
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于能量最小的态。两个子系统之间虚拟热流引起总能量的虚拟变化为：

dU = T (1) dS(1) + T (2) dS(2) (5.9)

能量最小条件也就是 dU = 0，在总熵不变的条件下：

S(1) + S(2) = constant (5.10)

会有

dU = (T (1) − T (2))dS(1) = 0 (5.11)

于是可得

T (1) = T (2) (5.12)

从而能量最小原理给出了与前面用熵最大原理得到的相同的热平衡

条件。

方程(5.12)是一个关于 S(1) 和 S(2) 的方程。在总能量 U 已知，因此

仅有的两个未知量是 S(1) 和 S(2) 的情况下，第二个方程选为方程(5.8)最

为方便。理论上方程(5.8)和(5.12)会给出这个问题的精确解。

用完全一样的思路，可以发现一个内部有可动绝热壁的封闭系统的

平衡条件是压强相等。这个结论在能量表象中是非常直接的，但是如同

在2.7的最后一段看到的，在熵表象中相对更加微妙。

习题

5.2 Legendre 变换

在能量表象和熵表象中，广延量都作为数学上的独立变量，而强度

量都视为被导出的物理量。这与现实中实验操作的便利性截然不同。实

验者经常发现强度量更容易测量和控制，因此更喜欢把强度量当成操作

上的独立变量而把广延量当成导出量。最突出的是熵和温度这一对共轭

变量：并不存在可以测量和控制熵的实验仪器，而测量和控制温度的温

度计和恒温器在实验室中十分常见。于是，能否改变数学形式使得强度

量代替广延量成为数学上的独立变量？当然可以，而且这样还能够导出

很多其它的热力学表象。

重要的事情说三遍：不论是在熵表象还是能量表象下热力学都是逻

辑完备且独立的，而介绍这些表象变换只是为了方便。大家公认这是一

种使热力学避免了繁琐推导的简化。但原则上讲这只是某种捷径，并不

是逻辑上所必须的。
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图 5.3

下面给出表象变换的严格表述。设系统的基本方程已知：

Y = Y (X0, X1, . . . , Xt) (5.13)

我们想找到一个将导数

Pk ≡ ∂Y

∂Xk
(5.14)

作为独立变量，但是不改变基本关系(5.13)中任何其他信息的方法。在

几何和其他一些物理领域中也有与之类似的问题。这个问题需要采用名

为 Legendre 变换的数学手段，它的几何意义十分直观，下面先来介绍

Legendre 变换的几何意义。

简便起见，首先考虑基本方程只与一个独立变量 X 有关的情形：

Y = Y (X) (5.15)

几何上，这个基本关系可表为直角坐标 X,Y 空间中的一条曲线（图5.3），

而导数

P ≡ ∂Y

∂X
(5.16)

是这个曲线的切线斜率。如果想用 P 代替 X 作为独立变量，我们的第

一反应可能是简单地用方程(5.15)和(5.16)消去 X，从而得到 Y 关于 P

的函数

Y = Y (P ) (5.17)

从几何上容易看出，这样做无论如何都会在数学上牺牲掉基本关系(5.15)式

的一些信息。显然对于 Y 关于斜率 dY /dX 的函数的了解并不能让我们
重构出曲线 Y = Y (X)。实际上，图5.4中每一条替代的曲线都等价地满



Draft
Transl

at
ion

5.2 Legendre变换 101

图 5.4

图 5.5

足关系 Y = Y (P )。

从分析的观点来看，关系 Y = Y (P ) 是一个一阶微分方程，而它的

积分给出的结果跟 Y = Y (X) 差一个待定的积分常数。由此可见，如果

用 Y = Y (P ) 代替 Y = Y (X) 成为基本方程，就会丢失掉基本关系中的

一些原始信息。尽管我们希望让 P 成为一个数学上的独立变量，但这样

做导致的信息丢失使得该方案完全不可行。

靠谱的做法是由传统的点几何 (point geometry) 与 Pluecker 的线几

何 (line geometry) 的对偶关系给出的。线几何的基本概念是一条给定的

曲线可以很好地由以下两种方式等价描述:

(a) 作为一族切线的包络线（图5.5）；

(b) 作为满足关系 Y = Y (X) 的点的轨迹。

任何可以构造出一族切线的方程都能和关系 Y = Y (X)一样好地决

定一条曲线。

正如平面上的每一个点都可以由两个数 X 和 Y 描述，平面上的每

一条直线也都可以用两个数 P 和 ψ 描述, 其中 P 是直线的斜率，ψ 是

它在 Y 轴上的截距。于是正如关系 Y = Y (X) 挑出了所有可能的点

(X,Y ) 中的一个子集，关系 ψ = ψ(P ) 挑出了所有可能的直线 (P, ψ) 的
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图 5.6

一个子集。关于切线的截距 ψ 作为斜率 P 的函数的知识可以让我们构

造出一族切线，从而也就构造出了它们的包络线，也就是这条曲线。因

此关系

ψ = ψ(P ) (5.18)

是跟基本关系 Y = Y (X) 完全等价的。在这个关系中，独立变量是 P，

于是方程(5.18)给出了对于自变量替换问题的一个圆满的解。由于关系

ψ = ψ(P ) 跟关系 Y = Y (X) 是数学等价的，所以它也可以当成一个基

本关系；Y = Y (X) 是“Y 表象”下的基本关系，而 ψ = ψ(P ) 是“ψ

表象”下的基本关系。

建议读者去画一些不同的斜率 P 和不同的 Y 轴截距 ψ = −P 2

的直线。可以看出关系 ψ = −P 2 描述了一条抛物线（常用的描述是

Y = 1
4X

2）。在“ψ 表象”下抛物线的基本方程是 ψ = −P 2，而“Y 表

象”下同一条抛物线的基本方程是 Y = 1
4X

2。

现在的问题是给出关系 Y = Y (X) 后如何计算 ψ = ψ(P )。相应的

数学操作称为 Legendre 变换。考虑一条经过点 (X,Y )，斜率为 P 的切

线。如果截距是 ψ，则有（见图5.6）

P =
Y − ψ

X − 0
(5.19)

或者

ψ = Y − PX (5.20)
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基本方程已经给出：

Y = Y (X) (5.21)

并且通过求导可以得到

P = P (X) (5.22)

于是联立方程(5.20)、(5.21)和(5.22)消去1X 和 Y 我们就能得到想要的

ψ 和 P 之间的关系。Legendre 变换的基本等式就是方程(5.20)，而这

个方程可以当成函数 ψ 的解析定义。函数 ψ 称为 Y 的 Legendre 变换

(Legendre transformation)。

相反的问题是给出关系 ψ = ψ(P )，重新求出关系 Y = Y (X)。可

以看出 (X,Y ) 和 (ψ, P ) 之间的关系跟它的逆关系是对称的，区别只

是 Legendre 的方程中差了一个负号。对方程(5.20)求导并且应用 dY =

P dX 可得

dψ = dY − P dX −X dP

= −X dP (5.23)

也就是

−X =
dψ
dP (5.24)

如果从给出的方程 ψ = ψ(P ) 和方程(5.24)和(5.20)中消去2两个变量 ψ

和 P，我们就重构出了关系 Y = Y (X)。Legendre 变换与其逆的对称性

可以通过下表对比看出：

Y = Y (X) ψ = ψ(P )

P =
dY
dX −X =

dψ
dP

ψ = −PX + Y Y = XP + ψ

消掉 X 和 Y 得到 消掉 P 和 ψ 得到

ψ = ψ(P ) Y = Y (X)

容易将 Legendre 变换推广到不止一个独立变量的函数。在三维中，

Y 是关于 X0 和 X1 的函数，基本方程表示一个曲面。这个曲面可以当

1只有在 P 与 X 有关（也就是 d2Y /dX2 ̸= 0）的情况下才能消去 X,Y，这在热力
学对应于稳定性的要求。这个条件只有在“临界点”才会失效，相关内容在第10章讨论。

2这样做可能的条件是 d2ψ/dP 2 ̸= 0，在热力学中是由所考虑系统的稳定性保证的。
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成满足基本方程 Y = Y (X0, X1) 的点的轨迹，或者当成切平面的包络

面。一个平面可以用在在 Y 轴上的截距 ψ 和在 Y −X0 以及 Y −X1 平

面上的截线的斜率 P0 和 P1 来刻画。于是基本方程就是所有可能的平面

中用 ψ = ψ(P0, P1) 描述的子集。

基本方程的一般形式

Y = Y (X0, X1, . . . , Xt) (5.25)

表示了一个在直角坐标 Y,X0, X1, . . . , Xt 的 (t + 2) 维空间中的超平面。

导数

Pk =
∂Y

∂Xk
(5.26)

是曲面的偏斜率。超曲面可以等价地用满足方程(5.25)描述的点的轨迹

或者切超平面的包络来描述。切超平面族可以用超平面的截距 ψ 关于斜

率 P0, P1, . . . , Pt 的函数来刻画。于是

ψ = Y −
∑
k

PkXk (5.27)

对上式微分可得

dψ = −
∑
k

Xk dPk (5.28)

从而

−Xk =
∂ψ

∂Pk
(5.29)

Legendre变换实现了从 Y = Y (X0, X1, . . . , Xt)、方程组(5.26)和方程(5.27)中

消去 Y 和 Xk。逆变换实现了从 ψ = ψ(P0, P1, . . . , Pr)、方程组(5.29)和

方程(5.27)中消去 Y 和 Xk。

最后，Legendre 变换可以仅仅在关系 Y = Y (X0, X1, . . . , Xt) 的

(t+2)维全空间中的一个 (n+2)维子空间中进行。显然这个子空间必须

包含 Y 坐标，但是可以包含集合 X0, X1, . . . , Xt 中的任选 n+1个坐标。

为了记号上的方便，我们排列坐标使得 Legendre 变换作用在前 n+1 个

坐标（以及 Y）构成的子空间上；坐标Xn+1, Xn+2, . . . , Xt保持不变。这样

一个部分 Legendre变换的作用只不过是在变换中把Xn+1, Xn+2, . . . , Xt

当成常数。这样的 Legendre 变换必须用符号标出哪些独立变量参与了

变换。我们引入标记 Y [P0, P1, . . . , Pn] 来标记对函数 Y (X0, X1, . . . , Xt)

做对应于 X0, X1, . . . , Xn 的 Legendre 变换。从而 Y [P0, P1, . . . , Pn] 就

是一个关于独立变量 P0, P1, . . . , Pn, Xn+1, . . . , Xt 的函数。在接下来的
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3 通译为“拉格朗日量”或简称

“拉氏量”，本书英文人名一律不

译。

4 通译为“哈密顿量”越来越多

的人采用“蛤密顿量”以纪念长

者，本书英文人名一律不译。

表中展示了在部分 Legendre 变换和它的逆变换中包含的各种关系。

Y = Y (X0, X1, . . . , Xt) Y [P0, P1, . . . , Pn] =

P0, P1, . . . , Pn, Xn+1, . . . , Xt的函数 (5.30)

Pk = ∂Y
∂Xk

−Xk = ∂Y [P0,...,Pn]
∂Pk

, k ≤ n (5.31)

Pk = ∂Y [P0,...,Pn]
∂Xk

k > n

求偏导数过程中除了 Xk 之外所有 j ̸= k 的 Xj

都不变

求偏导数过程中其他自然变量都不变

dY =
∑t

0 Pk dXk dY [P0, . . . , Pn] = −
∑n

0 Xk dPk +∑t
n+1 Pk dXk (5.32)

Y [P0, . . . , Pn] = Y −
∑n

0 PkXk Y = Y [P0, . . . , Pn] +
∑n

0 XkPk (5.33)

从方程 (5.30)，(5.33) 和 (5.31) 的前 n+1 个方

程中消除掉 Y 和 X0, X1, . . . , Xn 可以导出变换

后的基本关系。

从方程 (5.30)，(5.33) 和 (5.31) 的前 n+1 个方

程中消除掉 Y [P0, . . . , Pn] 和 P0, P1, . . . , Pn 可

以导出原始的基本关系。

本节讲述了 Legendre变换的数学形式，而未涉及其物理应用。在介

绍热力学的应用之前，我们指出它在物理学中相比热力学更为人熟知的

一个领域——Lagrangian和 Hamiltonian力学中的应用。Lagrange原理

宣称，存在一个特殊的函数 Lagrangian3，完整刻画了一个力学系统的动

力学。Lagrangian 是一个关于 2r 个变量的函数，其中 r 个是广义坐标

(generalized coordinates),r 个是广义速度 (generalized velocities)。因此

方程

L = L(v1, v2, . . . , vr, q1, q2, . . . , qr) (5.34)

扮演了基本关系的角色。

广义动量 (generalized momenta) 定义成 Lagrangian 的导数

Pk ≡ ∂L

∂vk
(5.35)

如果想要用动量代替速度作为独立变量，我们必须做关于速度的部分

Legendre 变换。从而我们引入一个新的函数，叫做 Hamiltonian4，定

义是3

(−H) = L−
r∑

k=1

Pkvk (5.36)

然后一个完整的动力学形式就可以基于这个新的基本关系给出

H = H(P1, P2, . . . , Pr, q1, q2, . . . , qr) (5.37)

3我们约定 Lagrangian 的 Legendre 变换是负的 Hamiltonian。实际上，数学上的约
定和力学中的是一样的，而函数 −ψ 会被叫做 Y 的 Legendre 变换
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此外，根据方程 (5.31), H 的关于 Pk 的导数是速度 vk，也就是 Hamilton

动力学方程之一。因此如果形如(5.34)式的一个方程被当成 Lagrangian

力学的动力学方程，那么 Hamilton 方程(5.37)就是 Hamiltonian 力学中

等价的基本方程。

习题

5.3 热力学势

前面介绍的形式在热力学中的应用是不言自明的。基本关系 Y =

Y (X0, X1, . . . )可以解释为能量表象的基本关系 U = U(S,X1, X2, . . . , Xt)

或者 U = U(S, V,N1, N2, . . . )。而偏导数 P0, P1, . . . 对应着强度量 T,−P, µ1, µ2, . . .。

Legendre 变换后的函数叫做热力学势，而现在我们明确定义它们中最常

见的几个。在第6章中将通过每一个势的极值原理继续关于这些函数的

讨论，表明每一个的直观意义，并且讨论在热力学理论中它们的特殊角

色。但下面只关注几个特定的函数的形式化定义。

Helmholtz势 (Helmholtz potential)或者 Helmholtz自由能 (Helmholtz

free energy)，是 U 用温度代替熵成为独立变量的 Legendre 变换得到

的。按国际标准，Helmholtz 势的符号是 F。Helmholtz 势的自然变量是

T, V,N1, N2, . . .。也就是函数关系 F = F (T, V,N1, N2, . . . ) 构成一个基

本关系。按5.2节规定的记号：

F ≡ U [T ] (5.38)

能量表象和 Helmholtz 表象的完整关系总结在了下面的对比表中：
U = U(S, V,N1, N2, . . . ) F = F (T, V,N1, N2, . . . ) (5.39)

T = ∂U/∂S −S = ∂F/∂T (5.40)

F = U − TS U = F + TS (5.41)

消去 U 和 S 得到 消去 F 和 T 得到

F = F (T, V,N1, N2, . . . ) U = U(S, V,N1, N2, . . . )

全微分 dF 是

dF = −S dT − P dV + µ1 dN1 + µ2 dN2 + · · · (5.42)

焓 (enthalpy) 是 U 用压强代替体积成为独立变量的 Legendre 变换

得到的。按照国际物理学会和化学学会的建议，以及与基本用法保持一

致，我们用符号 H 来标记焓。这个势的自然变量是 S, P,N1, N2, . . .，

H ≡ U [P ] (5.43)

能量表象和焓表象的关系表如下：
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U = U(S, V,N1, N2, . . . ) H = H(S, P,N1, N2, . . . ) (5.44)

−P = ∂U/∂V V = ∂H/∂P (5.45)

H = U + PV U = H − PV (5.46)

消去 U 和 V 得到 消去 H 和 P 得到

H = H(S, P,N1, N2, . . . ) U = U(S, V,N1, N2, . . . )

需要特别注意的是方程 (5.45) 和 (5.46) 的正负不同，这是由于 −P

是对应于 V 的强度量。

全微分 dH 是

dH = T dS + V dP + µ1 dN1 + µ2 dN2 + . . . (5.47)

第三个常用的能量的 Legendre 变换是 Gibbs 势 (Gibbs potential)，

或者叫 Gibbs 自由能 (Gibbs free energy)。这个势是同时用温度代替熵

并用压强代替体积作为独立变量的 Legendre变换。标准的记号是 G，而

自然变量是 T, P,N1, N2, . . .。从而有

G ≡ U [T, P ] (5.48)

以及

U = U(S, V,N1, N2, . . . ) G = G(T, P,N1, N2, . . . ) (5.49)

T = ∂U/∂S −S = ∂G/∂T (5.50)

−P = ∂U/∂V V = ∂G/∂P (5.51)

G = U − TS + PV U = G+ TS − PV (5.52)

消去 U ,S 和 V 得到 消去 G，T 和 P 得到

G = G(T, P,N1, N2, . . . ) U = U(S, V,N1, N2, . . . )

全微分 dG 是

dG = −S dT + V dP + µ1 dN1 + µ2 dN2 + . . . (5.53)

巨正则势U [T, µ]是在统计力学中自然出现的热力学势，对于这个势

有：

U = U(S, V,N) U [T, µ] = T, V,和µ的函数 (5.54)

T = ∂U/∂S −S = ∂U [T, µ]/∂T (5.55)

µ = ∂U/∂N −N = ∂U [T, µ]/∂µ (5.56)

U [T, µ] = U − TS − µN U = U [T, µ] + TS + µN (5.57)

消去 U ,S 和 N 得到 消去 U [T, µ]，T 和 P 得到

T, V, µ 的函数 U [T, µ] U = U(S, V,N)

以及

dU [T, µ] = −S dT − P dV −N dµ (5.58)
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简单系统内能 U 的其他可能的 Legendre 变换，如 U [µ1]，U [P, µ1]，

U [T, µ1, µ2] 等等，由于不常用而没有通用的命名。完全的 Legendre 变

换是 U [T, P, µ1, µ2, . . . , µr]，U(S, V,N1, N2, . . . , Nt) 是它自变量的一阶

齐次函数，这导致了 U [T, P, µ1, µ2, . . . , µr] 恒等于 0：

对于

U [T, P, µ1, µ2, . . . , µr] = U−TS+PV −µ1N1−µ2N2−· · ·−µrNr (5.59)

根据 Euler 关系(3.6)式，上式恒等于零：

U [T, P, µ1, µ2, . . . , µr] ≡ 0 (5.60)

习题

5.4 推广的 Massieu 函数

Legendre变换定义的最常用的函数就是5.3节中提到的那些，此外可

以对熵而不是能量做 Legendre变换。也就是形如 S = S(U, V,N1, N2, . . . )

的基本关系可以当成变换作用的关系。这种对熵的 Legendre变换是 1869

年 Massieu 发明的，并且提前得到了 Gibbs 在 1875 年引入的对能量的

变换。我们把对于熵的变换叫做 Massieu 函数 (Massieu functions)，用

来跟从能量变换得到的热力学势 (thermodynamics potentials)做出区分。

Massieu 函数在不可逆热力学的理论中会特别有用，并且在统计力学以

及热涨落理论中会自然出现。三个典型的 Massieu 函数包括 S[1/T ]，其

中温度的倒数代替能量成为了独立变量；S[P/T ]，其中 P/T 代替体积

成为了独立变量；以及 S[1/T, P/T ]，两个替换同时进行。显然

S

[
1

T

]
≡ S − 1

T
U = −F

T
(5.61)

S

[
P

T

]
≡ S − P

T
· V (5.62)

以及

S

[
1

T
,
P

T

]
≡ S − 1

T
U − P

T
· V = −G

T
(5.63)

从而，这三个中只有 S[P/T ] 是不平凡地依赖于前面介绍过的某一个热

力学势的。对于这个函数有：
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S = S(U, V,N1, N2, . . . ) S[P/T ] = U,P/T,N1, N2的函数 (5.64)

P/T = ∂S/∂V −V = ∂S[P/T ]/∂(P/T ) (5.65)

S[P/T ] = S − (P/T )V S = S[P/T ] + (P/T )V (5.66)

消去 S 和 V 得到 消去 S[P/T ] 和 P/T 得到

U,P/T,N1, N2, . . . 的函数 S[P/T ] S = S(U, V,N1, N2, . . . )

以及

dS[P/T ] = (1/T )dU−V d(P/T )−(µ1/T )dN1−(µ2/T )dN2 . . . (5.67)

其它的 Massieu 函数可以在读者在特殊情况下用到它们时自己定义和分

析。

习题
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6. Legendre 变换表象中的极值原理

6.1 势能最小原理

我们已经看到，对于特定的问题，基本方程用一组特定的独立参数

来描述最为方便，而 Legendre 变换则是将这种不同的描述形式最有效

地联系起来。当然，如果变换后的表象不能体现极值原理的话，这种处

理也就没有意义了。因此，下面来考虑如何通过适当的 Legendre变换将

极值原理这一基本法在各表象下体现。

考虑一个与热库接触的复合系统，我们尝试在移除某些内在的约束

之后，找出预言新平衡态的数学条件。下面首先回顾通过能量最小原理

处理这个问题的解法。

在平衡态中，复合系统加上热库的总能量应该最小，即

d(U + U r) = 0 (6.1)

且

d2(U + U r) = d2U > 0 (6.2)

此外还有等熵条件

d(S + Sr) = 0 (6.3)

(6.2)式利用了 d2U r = 0，这是因为 d2U 可写成如下各项之和：

∂2U r

∂Xr
j ∂X

r
k

dXr
j dXr

k
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对热库来说各项为零（系数与热库组分摩尔数倒数的变化趋势相同）。

其他的封闭性条件取决于复合系统内部约束的特定形式，假如内部

的壁可以移动，但是仍是不可透过物质的，则相应的封闭条件为：

dN (1)
j = dN (2)

j = d(V (1) + V (2)) = 0 （对于所有组分 j 来说）

(6.4)

而如果壁是刚性但是第 k 组分可以透过的话

d(N (1)
k +N

(2)
k ) = dN (1)

j = dN (2)
j = dV (1) = dV (2) = 0 （j ̸= k）

(6.5)

这些方程就可以决定平衡态了。

(6.1)式中的微分 dU 包含了各子系统之间以及它们与热库之间的
热流对应的 T (1)dS(1) + T (2)dS(2)，以及复合系统内部其他过程对应的

−P (1)dV (1)−P (2)dV (2)和 µ
(1)
k dN (1)

k +µ
(2)
k dN (2)

k 。将 T (1)dS(1)+T (2)dS(2)

以及 dU r = T rdSr 带入(6.1)式可得

T (1)dS(1) + T (2)dS(2) + T rdSr = T (1)dS(1) + T (2)dS(2) − T rd(S(1) + S(2))

= 0 (6.6)

由此可得

T (1) = T (2) = T r (6.7)

因此体系平衡态的一个好判据就是热库维持了系统恒定的温度。而

其他的平衡态的条件则取决于这个复合系统内部约束的具体形式。

到目前为止我们只回顾了能量最小原理对总系统（复合系统加上

热库）的应用，接下来要把(6.1)和(6.2)式在另外一种表象写出，重写方

程(6.1)为：

d(U + U r) = dU + T rdSr = 0 (6.8)

上式结合(6.3)式得到：

dU − T rdS = 0 (6.9)

进一步考虑到 T r 是常数，上式可以写成

d(U − TS) = 0 (6.10)
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类似的，考虑到 T r 是常数，而 S 是一个与之无关的变量，(6.2)表明1

d2U = d2(U − T rS) > 0 (6.11)

因此，(U − T rS) 在平衡态下处于极小值。由于 U − T rS 与 Helmholtz

自由能 U − TS 的相似性，我们要检验它更多的极值性质，以及它与

Helmholtz 自由能极值之间的关系。前面发现平衡态的一个关键性质就

是复合系统的各子系统温度都为 T r。如果我们接受它的话，则平衡态的

限制条件就是 T = T r，这样 U−TS 就和 U−T rS 一致了，因此(6.10)式

可以写成

dF = d(U − TS) = 0 (6.12)

其中附加条件为

T = T r (6.13)

这就是说，在 T = T r 的条件下，平衡态使 Helmholtz自由能最小化。于

是我们得到了 Helmholtz 自由能表象下的平衡态条件。

Helmholtz 自由能最小原理。平衡态下，系统与热库进行热接触

时，系统的各个无约束的内部参量取值满足在 T = T r 的条件下最小化

Helmholtz 自由能。

这一原理的重要性体现在(6.8)-(6.10)式。系统的能量加上热库的能

量是最小的，这其实与“复合系统的 Helmholtz 自由能最小”含义相

同，因为 dF = d(U − TS) 中的 d(−TS) 表示热库能量的变化（考虑到
T = T r，−dS = dSr）。接下来把前面的这一系列内容扩展到其他表象

就很简单了。

考虑复合系统，其所有子系统都与一个常压库通过一个不约束体积

的壁接触。再假定系统所有的内部约束被解除了。第一个平衡态条件为

d(U + U r) = dU − P rdV r = dU + P rdV = 0 (6.14)

或者写成

d(U + P rV ) = 0 (6.15)

考虑到 P = P r，上式化为

dH = d(U + PV ) = 0 (6.16)

1d2U 表示将 U 对 dS 做二阶的展开项，而(6.11)中的 −T rS 则只贡献一个线性的
一阶项（见附录A的 (A.9) 式）
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其中附加约束为

P = P r (6.17)

再考虑到 P r 是常数，V 是与之无关的变量，由此可知：

d2H = d2(U + P rV ) = d2U > 0 (6.18)

因此极值为极小值。

焓最小原理。平衡态下，系统与常压库进行力学接触时，系统的各

个无约束的内部参量取值满足在压强等于库的压强的条件下最小化焓。

最后，考虑一个系统与一个恒温、恒压库接触。同样有

d(U + U r) = dU − T rdS + P rdV = 0 (6.19)

考虑 T = T r 和 P = P r 的附加条件，上式写为

dG = d(U − TS + PV ) = 0 (6.20)

其中附加约束为

T = T r P = P r (6.21)

于是，又有

d2G = d2(U − T rS + P rV ) = d2U > 0 (6.22)

从而得到了 Gibbs 表象下的平衡态条件。

Gibbs 自由能最小原理。平衡态下，系统与恒温恒压库进行热学、

力学接触时，系统的各个无约束的内部参量取值满足在压强和温度等于

库的压强和温度的条件下最小化 Gibbs 自由能。

如果某个系统由体积、摩尔数之外的其它广延量描述，对它的分析

与之前的形式完全一样，且我们完全知道这种一般的结果：

一般 Legendre 表象变换下的能量最小原理。平衡态下，系统与

库进行关于 P1, P2 · · · 这些强度量的接触时，系统的各个无约束的内部

参量取值满足在 P1, P2 · · · = P r
1 , P

r
2 , · · · 的条件下最小化热力学势能

U [P1, P2, · · · ]。
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图 6.1: .

1 如无特别说明，本节的壁都是

不可透过物质的。

6.2 Helmholtz 势

对于一个与热库有热接触的复合系统，其平衡态对应于状态流形上

等温（热库温度）态中 Helmholtz 势最小的态。现实中很多过程都在有

透热壁的刚性容器中发生，例如环境大气可以视为一个热库，对于这些

情况 Helmholtz 势表象是相当合适的。

Helmholtz 势是以 T ,V ,N1,N2, . . . 为自然变量的函数。T 为常数的

条件减少了这个问题中变量的数量，使得 F 成为一个只与 V,N1, N2, . . .

有关的函数。这与在能量表象中处理 T 固定过程的复杂性形成鲜明的

对比。具体来说，在能量表象中 U 是 S, V,N1, N2, . . . 的函数，但附加

条件 T = T r 暗示着这些变量间的一个关系。特别地，在对状态方程

T = T (S, V,N) 的具体形式一无所知的情况下，这个附加的限制将导致

能量表象中的求解过程无从下手。

作为 Helmholtz 势用途的一个例子，我们先考虑一个复合系统，它

被可移动的绝热壁1（例如绝热活塞）分隔为两个简单子系统。每个子系

统每一个都与温度 T r 的热库之间有热接触。下面要预测两个子系统的

体积 V (1) 和 V (2)。我们有

P (1)
(
T r, V (1), N

(1)
1 , N

(1)
2 , . . .

)
= P (2)

(
T r, V (2), N

(2)
1 , N

(2)
2 , . . .

)
(6.23)

这是一个包含两个变量 V (1) 和 V (2) 的方程；其余所有量都是常数。封

闭条件

V (1) + V (2) = V （V 是常数） (6.24)

提供了另一个需要的方程，使得 V (1) 与 V (2) 可以明确解出。

在能量表象中我们亦能发现压强相等，正如方程(6.23)那样，但此时

压强是熵、体积、摩尔数的函数。我们将需要状态方程来把熵同温度与

体积联系在一起；于是 Helmholtz 表象的(6.23)与(6.24)两个方程编程能

量表象中的 4 个。

尽管这种从 4 个方程到 2 个的简化看起来仅仅是一点微小的工作，
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但是在更加复杂的情形下这种简化将带来巨大的方便。也许这个概念的

更大价值是，Helmholtz 表象让我们将思考过程没有干扰地集中在感兴

趣的子系统上，而热库只是隐含的角色。最后，由于数学技巧上的原因

（这将在第 16 章中详细讲到），在 Helmholtz 表象下统计力学的计算将

大大简化，能够算出在其他表象难以计算的结果。

对于一个与热库有接触的系统，Helmholtz 势可以视为一定温度下

可获得的功。考虑一个与热库有热接触的系统，它与一个可逆功源之间

有相互作用。在一个可逆过程中, 输入可逆功源的功等于系统 + 热库的

能量减少量：

dW (RWS) = −dU − dU r = −dU − T rdSr (6.25)

= −dU + T rdS = −d(U − T rS) (6.26)

= −dF (6.27)

因此在可逆过程中，一个与热库有接触的系统对外做的功等于该系统

Helmholtz 势的减少量。Helmholtz 势经常称作 Helmholtz“自由能”，

尽管名字“一定温度下可获得的功”更不容易被误解。

■ 例 6.1 一个圆筒内部包含一个活塞，活塞的每一侧都有一摩尔的单原

子理想气体。圆筒的壁是透热的，整个系统浸入到一个温度在 0 摄氏度

的大液浴（一个热库）中。这两个气体子系统（活塞的两边）的初始体

积分别为 10 升和 1 升。活塞现在被可逆地移动，使得其两边最后的体

积分别为 6 升和 5 升。问外界对系统做了多少功？

解

习题 5.3-1 求解过 Helmholtz 势表象中单原子理想气体的基本方程

为：

F = NRT

{
F0

N0RT0
− ln

[(
T

T0

)3/2 V

V0

(
N

N0

)−1
]}

在 T 与 N 为常数时，上式化为

F =常数−NRT lnV

Helmholtz 势的变化为

∆F = −NRT [ln 6 + ln 5− ln 10− ln 1] = −NRT ln 3 = −2.5 kJ

因此该过程中外界对系统做功 2.5 kJ. ■

在这里注意到一件有趣的事情，所有的能量都来自于热库，而单原子
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分子理想气体的能量仅仅是 3
2NRT，因此它在一定的温度下是个常数。

我们利用理想气体从热源吸热，并且将吸收的热量全部转化为对可逆功

源做的功。然而这并未违反 Carnot效率原理。因为气体子系统并不处在

它们的初始态上。尽管这些子系统的能量确实没变，但它们的熵增加了。

习题

6.3 焓：Joule-Thomson 过程或节流过程

一个与恒压库接触的复合系统，其平衡态使得恒压（库的压）条件

下的焓取最小值。相应的，一个通过绝热活塞（可自由移动）与大气接触

的绝热圆柱体（这种实验系统不容易设计）非常适合在焓表象处理。发

生在开放容器中的过程，例如实验室里的化学反应，环境大气可以视为

压强库，但大气同时担当了热库的角色：因此分析这种过程最好在 Gibbs

表象下。然而还是有些特殊情况只适用焓表象，下面就会看到。

上文的结论有更直接的论述过程，焓可以视为一种“热量势 (poten-

tial for heat)”，它的微分为：

dH = TdS + V dP + µ1dN1 + µ2dN2 + . . . (6.28)

由此可见，对于与恒压库接触、被不可透过物质的壁包围的系统：

dH = d̄Q (P,N1, N2, . . .是常数) (6.29)

也就是说，压强以及除了 S, V 之外的广延量恒定的条件下，外界传入系

统的热量，与系统焓的增量相等。

它在恒容情况下的版本为：

dU = d̄Q (V,N1, N2, . . .保持不变) (6.30)

其他除了熵之外的广延量 Legendre 变换的规律相同。

在压强恒定为大气压的条件下向系统传热，这一过程十分普遍，因此

用焓求解传热过程十分方便。故而有时也将焓称为系统的“热容量”（必

须强调，这里的“热”指的是能量“流动”模式，而非热力学系统的属

性——热能）。

为了说明焓作为“热量势”的用处，考虑一个常压系统，体积从 Vi

变到 Vf，要计算相应的吸热量。由于压强不变，因此热量流动量等于焓

的变化量：

Qi→f ≡
∫

d̄Q = Hf −Hi (6.31)
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图 6.2: Joule-Thomson 过程图示

2 翻译无力……

若系统的基本方程已知：

H = H(S, P,N) (6.32)

则通过微分可得：

V =
∂H

∂P
= V (S, P,N) (6.33)

于是可以消去熵，得到 H 关于 V, P,N 的函数，这样：

Qi→f = H(Vf , P,N)−H(Vi, P,N) (6.34)

焓表象在分析一种重要的实际过程时大放异彩，这种过程叫做 Joule-

Thomson 过程或“节流 (throttling)”过程，它通常用来冷却或液化气

体，作为低温实验室的 second-stage refrigerator2。

在 Joule-Thomson过程，或者"Joule-Kelvin"过程（William Thom-

son 后来被授予了 Kelvin 勋爵）中，气体从高压区域渗过多空隔板进去

低压区（如图6.2）。该过程可以利用气泵将气体从低压区输送回高压区

域来连续进行。根据下面要讨论的条件的不同，气体在通过隔板后的温

度会升高或降低。

对于初末压强给定的真实气体，其温度变化为：在高于某一温度时

为正，低于某一温度则为负，决定 J-T 过程加热还是冷却气体的这个温

度称为反转温度 (inversion temperature)；它取决于气体种类与初末压

强。如果要通过节流过程冷却气体，则要把气体先冷却到反转温度以下。

下面指出 Joule-Thomson过程是在等焓的。考虑 1摩尔经过节流过

程的气体，如图6.2所示，活塞推动气体通过多孔塞做功 Pivi, 其中 vi 是

气体在高压区域的摩尔体积。随着气体从塞子透过，气体向活塞做功以

保持气体压强为低压 Pf , 相应的功为 Pfvf . 于是能量守恒决定了气体最

终的摩尔内能——它等于气体初始的摩尔内能，加上对气体做的功 Pivi，

减去气体对外做的功 Pfvf .

uf = ui + Pivi − Pfvf (6.35)
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图 6.3: 通过节流过程液化气体的装置示意图。泵维持着压强差 Phigh − Plow。高压管中的球形阀
是多孔的陶瓷壳层，气体节流膨胀由此经过。

3 此曲线的得出依靠计算 Joule-
Thomson 系数的 0 点连接起来

而绘制出来，而 Joule-Thomson
系数为 α =

(
∂T

∂p

)
H

。可以看

出转换曲线与等焓线的交点都是

等焓线上的斜率为 0 的点。

上式可写成

uf + Pfvf = ui + Pivi (6.36)

这可以用摩尔焓 h 写成：

hf = hi (6.37)

于是(6.37)式表明 Joule-Thomson 过程是等焓的，然而必须强调这只意

味着末态的焓等于初态的焓，关于气体在过程期间的焓我们什么也没说；

气体在中间过程不处于平衡态，相应的焓没有定义。

图6.4画出了氮气的等焓线，一组给定的初始温度与压强决定了一个

节流过程。终态压强对应同一等焓线的一点，从而定出了终态温度。

氮气的等焓线，如图6.4所示，是有顶点的上凸曲线。如果初始温度

和压强在这些顶点的左侧，则节流过程将会冷却气体。如果在右侧则压

强的微弱减小会加热气体（当然，如果压强差巨大以至于越过顶点的话

就既可冷却又可加热）。等焓线的顶点因此就决定了转换曲线，在顶点

处，小的压强变化不会加热或者冷却气体。3

图6.4的粗实线就是温度转换曲线，把等焓线的顶点连接起来就行。

图中还有气液平衡态的曲线。曲线下的点是液相，上面是气相。共存曲

线的端点为“临界点”，在其附近“气体”和“液体”是无法分辨的，其

中细节在第9章讲述。

如果节流过程中压强的改变足够小，我们可以用常规的微分来处理

dT =

(
∂T

∂P

)
H,N1,N2,...

dP (6.38)



Draft
Transl

at
ion

120 Chapter 6. Legendre 变换表象中的极值原理

图 6.4: 氮气的等焓线（实线），温度转换曲线（粗实线），以及气液共存线。半定量的图。

这个导数可以用标准的测量值（cP , α, κT）的复杂函数表示出来，第7章

会详细讨论那种形式。现在呢可以利用数学恒等式 (A.22) 将它表为

dT = −
[(

∂H

∂P

)
T

/(
∂H

∂T

)
P

]
dP (6.39)

其中省略了下标N1, N2, · · ·，而摩尔数保持不变。然而，dH = TdS+V dP
是常数，因此

dT = −T (∂S/∂P )T + V

T (∂S/∂T )P
dP (6.40)

分母部分是 NcP，类比(3.62)或者(3.65)的“Maxwell 关系”得到偏微分

(∂S/∂P )T 等于 (−∂V /∂T )P（这里利用的是 Gibbs 势的两个二阶混合

导数不依赖于求导次序）。考虑到 (∂S/∂P )T = −(∂V /∂T )P = −V α

（即(3.67)式）我们终于得到

dT =
v

cP
(Tα− 1)dP (6.41)

这是 Joule-Thomson 效应的基本方程。当压强变化 dP 为负数的时候，
dT 的符号与括号里面的相反。如果 Tα > 1，压强的变化（在“节流过

程”中）会冷却气体。反转温度就取决于

αT反转 = 1 (6.42)

对于理想气体，热扩散系数 α 等于 1/T，因此 Joule-Thomson过程
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中没有温度变化。所有的气体在高温和低/中压下都表现的像理想气体，

其等焓线变得很“平”，如图6.4。真实气体在转变温度上下的升温降温

过程可以从例 2 中看到，并由此来估计转变温度。

■例 6.2 计算正常的气体的转变温度，假定用 van der Waals方程(3.41)来

描述

解

首先必须要计算扩散系数 α。把 van der Waals 方程(3.41)对 T 在

P 不变下作微分

α =
1

v

(
∂v

∂T

)
P

=

[
Tv

v − b
− 2a(v − b)

Rv2

]−1

把等式右边写成 T 和 P 的函数是不现实的。一个近似的做法是考虑到摩

尔体积是在 0.02m3 这个量级的，因此 b/v 的量级为 10−3 而 a/RTv 则

在 10−3 ∼ 10−4 量级（见表 3.1）。因此只保留最低级数的 b/v 和 a/RTv

就可以了。令

ε1 ≡
b

v
, ε2 ≡

a

RTv

从而

α =

[
T

1− ε1
− 2T

v
(v − b)ε2

]−1

=
1

T

[
1

1− ε1
− 2(1− ε1)ε2

]−1

而再利用方程(6.41)可得

dT =
v

cP
(Tα− 1)dP

而同时有

T反转α = 1

从而得到转变温度时

[1− ε1 + 2ε2 + · · · ] = 1

或者说

ϵ1 = 2ϵ2
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反转温度即为

T反转 ≃ 2a

bR

气体在 T反转 之下则被制冷，之上则被加热。从表 3.1中，我们可以计算一

些气体的反转温度：T反转(H)2 = 224K，T反转(Ne) = 302K，T反转(N)2 =

850K，T反转(O)2 = 1020K，T反转(CO)2 = 2260K。经验上来看，反转
温度与压强息息相关——在上文计算中的那些被忽略的高阶项当中。H2

的零压反转温度为 204K，而氖则是 228K——这与上面的粗犷的计算是
符合的相当好的。对于多原子气体就符合的不那么好了，CO2 的测量值

为 1275K，而计算的结果是 2260K。 ■

习题

6.4 Gibbs 势；化学反应

对于一个与热库和压强库接触的复合系统，其平衡态使得等温和等

压（与库相等）态流形上的 Gibbs 势最小。

Gibbs 势是自变量为 T, P,N1, N2, . . . 的自然函数，在 T, P 恒定的

情形中，用它分析问题十分方便。日常有无数过程是暴露在大气中进行

的，因此有恒定的温度和压强。且人们关心的过程常常发生在作为热库

和压强库大系统的一个小的子系统中（就像在大红酒桶中发酵的葡萄一

样）。

多组分系统的 Gibbs势与各组分的化学势有关，对于 G = U−TS+

PV，将 Euler 关系式 U = TS − PV + µ1N1 + µ2N2 + . . . 代入可得

G = µ1N1 + µ2N2 + . . . (6.43)

因此，对于单组分系统，摩尔 Gibbs 势与 mu 相等：

G

N
= µ (6.44)

但对于多组分系统：

G

N
= µ1x1 + µ2x2 + · · ·+ µrxr (6.45)

此处 xj 是第 j 个组分的摩尔分数（Nj/N）。据此，化学势经常在单一

组分系统中被称作摩尔 Gibbs 势，在多组分系统中被称作分摩尔 Gibbs

势 (partial molar Gibbs potential)。
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化学反应的热力学就是 Gibbs 势极为重要的应用。考虑化学反应

0 ⇌
r∑
1

νjAj (6.46)

其中 νj 是2.9节定义的化学计量系数。Gibbs 势随摩尔数变化 dNj 的变

化为

dG = −SdT + V dP +
∑
j

µjdNj (6.47)

然而摩尔数的变化必须与化学计量系数成正比，即

dN1

ν1
=

dN2

ν2
= · · · ≡ dÑ (6.48)

或者，等价地，

dNj = νjdÑ (6.49)

其中 dÑ 仅仅是方程(6.48)定义的比值因子。如果化学反应在恒温恒压

（比如开放容器）中进行，那么平衡条件表明

dG = dÑ
∑
j

νjµj = 0 (6.50)

即

∑
j

νjµj = 0 (6.51)

如果每种化学组分的初始量为 N0
j，化学反应进行到一定程度时，新

的摩尔数

Nj = N0
j +

∫
dNj = N0

j + νj∆Ñ (6.52)

其中 ∆Ñ 是比值因子。方程(6.51)中的化学势为 T、P 和摩尔数的函数，

因此是未知参数 ∆Ñ 的函数。方程(6.51)的解 ∆Ñ 决定了复合系统的平

衡态。

只有在每种组分的量足够在达到平衡态之前不会被耗尽时，这个解

才是合适的。也就是说，方程(6.52)中量 Nj 都不是负的。这种考虑用反

应进度来表达最方便。

在所有 Nj 都保持正数（方程(6.52)）下 ∆Ñ 的最大值定义了反应

的最大允许程度。类似地，在所有 NJ 都保持正数（方程(6.52)）下 ∆Ñ

的最小值定义了逆向反应的最大允许程度。平衡态下 ∆Ñ 的实际值可以
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是这两个极端之间的任何地方。反应进度ε 定义为

ε ≡ ∆Ñ −∆Ñmin

∆Ñmax −∆Ñmin
(6.53)

化学平衡方程(6.51)的直接解产生的 ∆Ñ 也许大于 ∆Ñmax 或小于

∆Ñmin。在这种情况下过程由其中一种组分的耗尽决定。其相关的 ∆Ñ

值就是 ∆Ñmax（或 ∆Ñmin）。尽管
∑

j νjµj 并不达到 0，它达到系统所

允许的最小绝对值。

尽管分摩尔 Gibbs 势刻画了平衡条件，焓表达的是反应热。这个事

实由焓作为恒压下“热流势”（方程(6.29)）的意义而来。也就是说，系统

周围的热流在化学反应中与焓变相等。焓变反过来又与化学势有关，因

为

H = G+ TS = G− T

(
∂G

∂T

)
P,N1,N2,

(6.54)

如果无限小化学反应 ∆Ñ 发生了，H 和 G 都会变并且

dH =
dH

dÑ
dÑ =

dG

dÑ
dÑ − T

∂

∂T

(
dG

dÑ

)
P,N1,N2,

dÑ (6.55)

但是 Gibbs 函数的变化为

dG =

r∑
1

µJdNJ =

(
r∑
1

νJµJ

)
dÑ (6.56)

由此可知

dG

dÑ
=

r∑
1

νJµJ . (6.57)

在平衡态下 dG/dÑ 为零（但 dG/dÑ 对温度的导数不是零），所以在平
衡态附近时，状态方程(6.55)式变为

dG
dÑ

= −T ∂

∂T

(
r∑
1

νjµj

)
P,N1,N2,...

(6.58)

dH/dÑ 是反应热；也就是在平衡态下每单位反应吸收的热。它在吸热反

应下为正，放热反应下为负。

随着平衡态下方程(6.58)中求和的消失，直觉上这个量对于温度的导

数与平衡态对温度的依赖有关。我们会发现只有在理想气体的特殊情况

下推导这个关系才是方便可行的，在13.4节中。然而，注意到这个关系的

合理之处并且认识到这种关系允许反应热被不同温度下特定的平衡态而

不是相对麻烦的测热实验所测量是相当有趣的。
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分析化学反应的广泛方法当运用在特定系统中就会变得特定而确

切。为了决定特定情形下将要进行的处理方法，读者也许会希望此处插

入第13章——尤其是13.2节，有关理想气体的化学反应。

■例 6.3 5 摩尔的 H2，1 摩尔CO2，1 摩尔 CH4，和 3 摩尔 H2O 在一

个维持在温度 T0 和压强 P0 的容器中反应。有关反应是

4H2 + CO2 ⇋ CH4 + 2H2O

由平衡态下的解得到 ∆Ñ = −1
2。每种组分的摩尔数是多少？如果压

强增加至 P1（P1 > P0）并且温度保持恒定（= T0）平衡态条件给出

∆Ñ = 1, 2。每种组分的摩尔数是多少？

解

我们首先写下每种组分的方程 6.52：NH2 = 5 − 4∆Ñ , NCO2 =

1−∆Ñ , NH2O = 3 + 2∆Ñ。将每个摩尔数设定为 0 我们得到 ∆Ñ 的 4

个根：5
4 , 1,−1 和 −3

2。绝对值最小的正根和负根分别为

∆Ñmax = 1,∆Ñmin = −1

这两个 ∆Ñ 的界限与反应向前进行得太远时CO2 的耗尽有关，与反应

逆向进行得太远时 CH4 的耗尽有关。

根据方程(6.53)，反应度

ε =
∆Ñ + 1

1 + 1
=

1

2
(∆Ñ + 1)

若平衡态条件的解给出 ∆Ñ = −1
2 那么 ε = 1

4 且 NH2 = 3, NCO2 =

3
2 , NCH4 = 1

2 且 NH2O = 2。

如果增大的压强使得 ∆Ñ 的解变为 +1, 2 我们去掉在 ∆Ñ 允许范

围以外的值；它将导致不物理的解 ε = 1.1 但是 ε 必须在 0 和 1 之

间，因此反应在 ∆Ñ = ∆Ñmax = 1
2（或 ε = 1）时终结。最终摩尔数为

NH2 = 1, NCO2 = 1
2 , NCH4 = 2, NH2O = 5。

■

6.5 其它势

各种其它势也许会在特定情况下很有用，下面通过一个例子介绍其

应用方法。

■例 6.4 一个体积为 V 的瓶子，内含 Ns 摩尔的糖，瓶子装满了水，并

且用刚性的盖子封好，这个刚性盖子可以透过水但是不能透过糖。瓶子

浸入一个大水桶中，水桶中瓶子所在位置的压强为 Pv，温度为 T。求解
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瓶子的压强 P 和瓶内水的摩尔数 Nw。

解

假设两组分（糖水混合物）的基本方程已知，基本方程在表象 U [T, V, µw, Ns]

下的形式最为方便。该表象下 S 和 Nw 被它们相应的强度量所取代，但

体积 V 和糖的摩尔数 Ns 没有变换。透热壁保证了温度可以被大水桶

（热库）所决定，且半透的瓶盖保证了 µw 的值由水桶（“水库”）所决

定。没有剩下的问题了！我们知道广义势 U [T, V, µw, Ns] 的所有独立变

量，为了得到瓶子中的压强，我们仅仅需要对势求导：

P = −∂U [T, V, µw, Ns]

∂V

将它与能量或熵表象下的解的比较留给读者。各种未被要求的变量也进

入到分析当中——例如瓶中的熵，或桶中的熵，能量，摩尔数。对于每

种外来变量，都需要为消去它增加一个方程。合适表象的选择很明显是

简化问题的关键，并且只有在热力学计算的实践中才能掌握。 ■

6.6 经验数据的编制；生成焓

原则上，对于特定系统的热力学数据，通过表格形式列出 Gibbs 势

关于温度、压强和组成（各组分的摩尔分数）的函数值最为简洁方便。对

于实验者而言，这种表格是基本方程最方便的表现形式。

实践中，通常编制 h(T, P )、s(T, P ) 和 v(T, P ) 的数据，由此可得

摩尔 Gibbs 势 g = h− Ts。h、s 和 v 的列表虽冗长却方便使用。对于

多组分系统，有必要对所有感兴趣的成分进行类似的编辑。

系统两个状态间的摩尔焓之差可以通过数值积分 dh = d̄Q/N+vdP
近似得到，其中 d̄Q、P 和 v 可沿积分路径测量得到。

与能量或任何其它热力学势类似，焓的绝对标度可以是任意的，有

一个加减常数的不确定度。为了编制数据，令标准温度和压强下处于其

最稳定形式的各化学元素的摩尔焓为零，这样就明确定义了焓值。标准

状态一般取为：

T0 = 298.15K = 25◦C, P0 = 0.1MPa ≈ 1atm

由此定义的焓称作生成焓 (enthalpy of formation)。

在生成焓的定义中提及的“最稳定形式”应照此理解：例如，规定

分子形式 (O2) 而非原子形式 (O) 的氧的焓值为零，因为分子形式在标

准温度和压强下是最稳定的形式。

1摩尔碳与 1摩尔O2 于标准温度和压强下反应生成 1摩尔CO2，观

测到释放热量 393.52×103 J。因此标准状态下CO2的生成焓为−395.32×
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4 这个表太长了……因此译文未

录入表 6.1，感兴趣强迫症的读
者（真的有吗）可查阅原文。

5 这个图太长了……因此译文未

录入图 6.5，感兴趣的读者可查
阅原文。

103 J/mole，这便是CO2 的生成焓。任何其他温度或压强下CO2 的生成

焓可由积分 dh = d̄Q/N + vdP 得到。

在 JANAF热化学表（Dow Chemical company，Midland, Michigan）

和其他各种类似的数据表中，列出了大量化合物的标准生成焓及相应标

准状态下的标准摩尔 Gibbs 势和摩尔熵。

当自变量 T 和 P 的值所属范围很大，列出特定材料的几个性质（比

如 h、s 和 v）甚至单个性质都会令热力学性质表变得极其庞大。然而，

对于水这样的普通材料，已有非常丰富的数据表可供查阅，这些表叫做

“蒸汽特性表”。有一种叫做“过热蒸汽表”的表格列出了不同压强下摩

尔体积 v、能量 u、焓 h 和熵 s 关于温度的函数。含少量压强值的这种

表（由 Sonntag 和 van Wilen 制作）的一份摘录列于表 6.1。4还有一种

叫做“饱和蒸汽表”的表格给出了 P 和 T 处于气-液共存曲线时水的液

态和气态相的特性值，这种“饱和蒸汽表”将在表 9.1 给出。

另一种很常见的热力学数据表示方法是“热力学图表”或图示。这

种图表必然牺牲了精度，却简洁紧凑地概括了大量数据。从概念上，这

类最简化的图表以 T 和 P 标识两个坐标轴。然后，单组分系统以一族

恒定 Gibbs 势 µ 的曲线表示。原则上，所有想要的数据都能依此计算。

比如，测定摩尔体积就需要读取相应温度下附近两点的压强值，由此得

到微分 (∆µ/∆P )T 的数值估计，即摩尔体积。替代性地，图上覆盖着一

族等体积线，每个等体积线标着一个 v。类似地，恒定摩尔熵 s、恒定摩

尔焓 h、恒定摩尔热膨胀系数 α、恒定值 κ 等都覆盖在上面。唯一的限

制是图表的可读性。

不难发现，用笛卡尔坐标表示变量毫无独特之处。每一族曲线作为

一个（曲线）坐标系。因此，在相应等体积线和绝热线的交叉处可以定

位到给定 v 和 s 的点，然后就能读取其他图中变量的值。

实际使用中有各式各样的热力学图表。一种流行的表叫做 Mollier

表——它将摩尔焓 h 和摩尔熵 s 作为笛卡尔坐标，同时将等体积线和等

压线覆盖其上。还有一种常用图表（一种“温度——熵值”表）将温度

和熵值作笛卡尔坐标同时覆以摩尔焓 h 及其他热力学函数，限制数量的

主要是可读性。（图 6.5）5

只有少量成分相对简单的系统有这样全的热力学数据。对于大多数

系统只有部分数据可获取。一个大规模的数据编制项目已经存在。Inter-

national Journal of Thermophysics(lenum Press, New York and London)

提供当前热物理学的测量报告。坐落于普渡大学的信息和数值分析与编

纂中心 (“CINDAS”) 出版一系列的数据收集资料，其中值得注意的是

Thermophysical Properties Reaserch Literature Retrieval Guide: 1900-

1980（七卷），由 J. F. Chancy和 V. Ramdas(Plenum Publishing Corp.,

New Yoor, 1982) 编辑。
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最后，简单回顾一下通过最少的表格所列或测量得到的数据构造

单组分系统的基本方程的过程。所需最少信息为 α(T, P )、cp(T, P ) 和

κ(T, P )，加上参考状态（可能是信息焓）的 v0 和 s0 值。由这些数据可

以通过对 Gibbs-Duhem 关系式 d (G/N) = −sdT + vP 积分得到摩尔

Gibbs 势——前提是由以下方程得到 s(T, P ) 和 v(T, P ) 的数值积分

ds =
(
∂s

∂T

)
P

dT +

(
∂s

∂P

)
T

dP =
cP
T

dT − vαdP

和

dv = vαdT − vκTdP

这些积分都必须遍及整个 T −P 平面的路径网——常常是一项巨大

的数值工作。

6.7 Massieu 函数的最大值原则

在能量表象中，熵值为常量时能量为最小值。由此可见在被变换的

（强度）量为常量时，经 Legendre 变换后的能量取最小值。类似地，在

熵表象中，能量为常量时熵为最大值。同理可知在被变换的（强度）量

为常量时，经 Legendre 变换的熵取极大值。

对于三个常见的 Massieu函数中的两个，最大值原理可以简单得到，

因为这些函数直接与势能相关（比如，能量的变换）。从方程(5.61)可得

S

[
1

T

]
= −F

T
(6.59)

于是，既然 F 在温度恒定时为最小值，S[1/T ] 显然是最大值。

接着，由方程(5.63)可得

S

[
1

T
,
P

T

]
= −G

T
(6.60)

既然 G 在恒温恒压下是最小值，S[1/T, 1/P ] 显然是最大值。

至于剩下的那个常见的 Massieu 函数 S[P/T ]，可以重复6.1节的思

路。考虑一个与保持 P/T 为常值但允许 1/T 变化的热库相接触的系统。

这样一个热库是数学上的虚构而非物理上可行的装置，相应的 S[P/T ]

的最值原则也就是人造的了。然而对于好奇的读者来说，沿着6.1节的思

路导出相应定理不失为一个有趣的练习。
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该是3.9节。这里进行了修改。

2 比如“Good Physicists Have
Studied Under Very Fine
Teachers”什么的……来自热统
课的惨痛回忆 7.1节有类似的另
一句话

7. Maxwell 关系

3.9节1讨论了绝热压缩率、热膨胀系数、摩尔热容等热力学量的物理

意义。它们都具有 (∂X/∂Y )Z,W 的形式，式中字母表示热力学广延量或

强度量。一般的热力学系统有许多热力学量，从而可以构造大量这样的

导数。但是众多的导数量之间存在羁绊，由此其中只有一小部分是独立

的，其余的量可以用这一小部分表示。自然，这些关系可以大大简化热

力学分析。并且我们不需要特意记忆公式2。下面介绍在热力学计算过程

中用到的简单、直接推导这些关系的方法，也就是本章的主题。

首先说明这些导数量之间“羁绊”的存在性，考虑(3.70)与(3.71)式：

∂2U

∂S∂V
=

∂2U

∂V ∂S
, (7.1)

−
(
∂P

∂S

)
V,N1,N2

=

(
∂T

∂V

)
S,N1,N2

. (7.2)

上式是导数量的“羁绊”——称为 Maxwell关系 (Maxwell relations)——

的源头，亦即，导数量之间的依赖关系源自基本方程（在不同表象下）的

混合导数不依赖于求导次序。

某一热力学量依赖于 (t+ 1) 个自变量，从而有 t(t+ 1)/2 种不同的

混合偏导数，因此每一热力学量对应 t(t+ 1)/2 个 Maxwell 关系。

单组分简单系统的内能的自变量有 3个，即 t = 2，从而有 (2·3)/2 =

3 个混合偏导数：

∂2U

∂S∂V
=

∂2U

∂V ∂S
,

∂2U

∂S∂N
=

∂2U

∂N∂S
,

∂2U

∂V ∂N
=

∂2U

∂N∂V
.

单组分简单系统的 Maxwell 列成下表。其中第一列是混合求导的热力
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学量，第二列是混合求导对应的两个（独立）自变量，第三列是相应的

Maxwell关系。7.1节提供了一种辅助记忆这些关系的图像法。7.2节举例

说明如何利用这些关系解决热力学问题。

U S, V

(
∂T

∂V

)
S,N

= −
(
∂P

∂S

)
V,N

(7.3)

dU = T dS − P dV + µdN S,N

(
∂T

∂N

)
S,V

=

(
∂µ

∂S

)
V,N

(7.4)

V,N −
(
∂P

∂N

)
S,V

=

(
∂µ

∂V

)
S,N

(7.5)

————————————————————————————————

U [T ] ≡ F T, V

(
∂S

∂V

)
T,N

=

(
∂P

∂T

)
V,N

(7.6)

dF = −S dT − P dV + µdN T,N −
(
∂S

∂N

)
T,V

=

(
∂µ

∂T

)
V,N

(7.7)

V,N −
(
∂P

∂N

)
T,V

=

(
∂µ

∂V

)
T,N

(7.8)

————————————————————————————————

U [P ] ≡ H S,P

(
∂T

∂P

)
S,N

=

(
∂V

∂S

)
P,N

(7.9)

dH = TdS + V dP + µdN S,N

(
∂T

∂N

)
S,P

=

(
∂µ

∂S

)
P,N

(7.10)

P,N

(
∂V

∂N

)
S,P

=

(
∂µ

∂P

)
S,N

(7.11)

————————————————————————————————

U [µ] S, V

(
∂T

∂V

)
S,µ

= −
(
∂P

∂S

)
V,µ

(7.12)
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dU [µ] = TdS − PdV −Ndµ S, µ

(
∂T

∂µ

)
S,V

= −
(
∂N

∂S

)
V,µ

(7.13)

V, µ

(
∂P

∂µ

)
S,V

=

(
∂N

∂V

)
S,µ

(7.14)

————————————————————————————————

U [T, P ] ≡ G T,P −
(
∂S

∂P

)
T,N

=

(
∂V

∂T

)
P,N

(7.15)

dG = −S dT + V dP + µdN T,N −
(
∂S

∂N

)
T,P

=

(
∂µ

∂T

)
P,N

(7.16)

P,N

(
∂V

∂N

)
T,P

=

(
∂µ

∂P

)
T,N

(7.17)

————————————————————————————————

U [T, µ] T, V

(
∂S

∂V

)
T,µ

=

(
∂P

∂T

)
V,µ

(7.18)

dU [T, µ] = −SdT − PdV −Ndµ T, µ

(
∂S

∂µ

)
T,V

=

(
∂N

∂T

)
V,µ

(7.19)

V, µ

(
∂P

∂µ

)
T,V

=

(
∂N

∂V

)
T,µ

(7.20)

————————————————————————————————

U [P, µ] S, P

(
∂T

∂P

)
S,µ

=

(
∂V

∂S

)
P,µ

(7.21)

dU [P, µ] = T dS + V dP +N dµ S, µ

(
∂T

∂µ

)
S,P

= −
(
∂N

∂S

)
P,µ

(7.22)

P, µ

(
∂V

∂µ

)
S,P

= −
(
∂N

∂P

)
S,µ

(7.23)

————————————————————————————————



Draft
Transl

at
ion

132 Chapter 7. Maxwell 关系

图 7.1: 热力学正方形

7.1 Maxwell 关系的辅助记忆图

最常用的Maxwell关系可以通过如下的图像辅助记忆1，见图7.1。它

由一个正方形以及两条沿对角线指向上的箭头组成。正方形的每条边由

热力学量 F,G,H,U 标记，Helmholtz势 F 居最上，其余三者按顺时针方

向的字母表顺序排列。左侧的两个顶点是广延量 V, S,右侧顶点是强度量

T, P . （整个顺序可以用 “ Valid Facts and Theoretical Understanding

Generate Solutions to Hard Problems ’’ 来记忆）

位于正方形边上的四个热力学势是它们附近的两个独立变量的函

数。例如 U 是 V, S 的函数；F 是 V, T 的函数；G 是 T, P 的函数；

等等。所有热力学势还是摩尔数 N 的函数，这在图中并未显示。

各热力学势的微分表达式中每一项的正负号由对角线箭头辅助记

忆。如果箭头背离自变量，则该项是正的；而箭头指向自变量则表明该

项为负。结合如下等式观察图像不难掌握这一方法：

dU = T dS − P dV +
∑
k

µk dNk (7.24)

dF = −S dT − P dV +
∑
k

µk dNk (7.25)

dG = −S dT + V dP +
∑
k

µk dNk (7.26)

dH = T dS + V dP +
∑
k

µk dNk (7.27)

Maxwell 关系可以按如下方法从图中读取。只考虑正方形顶点的量，

1这幅图首次展现于 1929 年 Max Born 所作的一场报告中，由 Tisza 教授所记录.
它也出现在论文 F. O. Koenig, J. Chem. Phys 3, 29 (1935), 以及 56, 4556 (1972). 另
外可见 L T. Klauder, Am. Journ. Phys. 36, 556 (1968), 并且此期刊中有其他作者提
出的一系列变体。
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图 7.2

不难看出等式的图的关系：(
∂V

∂S

)
P

=

(
∂T

∂P

)
S

(N1, N2, . . .为常数) (7.28)

把图像顺时针旋转 90◦, 从新图像读出：(
∂S

∂P

)
T

= −
(
∂V

∂T

)
P

(N1, N2, . . .为常数) (7.29)

上图中两个箭头指向不同意味着上式有负号。再旋转图像两次可以

得到其余两个 Maxwell 关系：(
∂P

∂T

)
V

=

(
∂S

∂V

)
T

(N1, N2, . . . ,为常数) (7.30)(
∂T

∂V

)
S

= −
(
∂P

∂S

)
V

(N1, N2, . . .为常数) (7.31)

以上四式即为最常用的 Maxwell 关系。

这种辅助记忆图还可以推广到变量 S, V 之外的其它变量。例如考虑

经 Legendre 变换后的 S,Nj , 相应的图像变为7.2(a). 连接 Nj 与 µj 的

箭头与原图中连接 V, P 的箭头方向相反，因为 µj 的地位与 −P 相同。

从该图中可以读出(7.4), (7.7), (7.13)和(7.19)式。其它 Legendre 变换的

辅助图类似，一般情况见7.2(b).
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习题

7.2 单组份系统中一种导数约化的步骤

在热力学的实际应用中，经常需要计算特定的偏导数以分析实验过

程。例如，分析单组分系统在恒容条件下压强与温度的变化关系，显然

有

dT =

(
∂T

∂P

)
V,N

dP. (7.32)

然后就是要计算偏导数 (∂T/∂P )V,N . 7.3节会讨论一系列类似问题。这

种偏导数量都有共同特点，求导过程中的摩尔数 N 均不变，并且同时

含有广延量和强度量。所有这些导数当中只有三个是独立的，任意选定

作为基的三个量之后，其余的偏导数都可以用这三者表示。 通常选择

cP , α, κT 作为基。

cP , α, κT 意味着使用 Gibbs 表象，因为该表象基本方程的 3 个二

阶偏导数 ∂2g/∂T 2, ∂2g/∂T∂P 以及 ∂2g/∂P 2 分别等于 −cP /T, vα 以及

−vκT . 在系统摩尔数不变的情况下，其余的二阶导数都依赖于它们。

所有一阶导数（既包括对广延量、也包括对强度量求导）可以表为

Gibbs 势二阶偏导数量的函数，例如上面的 cP , α, κT 就构成一组完备集

（在摩尔数不变的情况下）。

“导数约化”的过程原则上十分直接，只需要把熵 S替换成−∂G/∂T ,

V 换成 ∂G/∂P，接着原始偏导数量用 G 对 T, P 的二阶混合导数表示

出来即可。但实际上这么干会相当复杂。

学过热力学的人的一个基本技能是熟练掌握“导数约化”技术——

将任意偏导数量用已知的偏导数基表示。为此，我们提出一种基于上一

节“正方形记忆图”的方法，并且整理成了按部就班的套路。只有进行

大量练习才能真正掌握。

以下假设求导过程的摩尔数均不变。要将给定的导数表示为 cP , α, κT

的函数。之后会用到如下微分恒等式（见附录A）：(
∂X

∂Y

)
Z

= 1
/( ∂Y

∂X

)
Z

(7.33)

以及

(
∂X

∂Y

)
Z

=

(
∂X

∂W

)
Z

/(
∂Y

∂W

)
Z

(7.34)

(
∂X

∂Y

)
Z

= −
(
∂Z

∂Y

)
X

/(
∂Z

∂X

)
Y

(7.35)

接着，按照顺序执行下列运算：

1. 如果导数中含有势函数，那么把它们化到分子中，并且利用热力
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学正方形包含的等量关系（(7.24) - (7.27)式）将它消去。

■例 7.1 化简导数 (∂P/∂U)G,N .

(
∂P

∂U

)
G,N

=

[(
∂U

∂P

)
G,N

]−1

(by (7.33))

=

[
T

(
∂S

∂P

)
G,N

− P

(
∂V

∂P

)
G,N

]−1

(by (7.34))

=

[
−T

(
∂G

∂P

)
S,N

/(
∂G

∂S

)
P,N

+ P

(
∂G

∂P

)
V,N

/(
∂G

∂V

)
P,N

]−1

(by (7.35))

=

[
−T

−S(∂T/∂P )S,N + V

−S(∂T/∂S)P,N
+ P

−S(∂T/∂P )V,N + V

−S(∂T/∂V )P,N

]−1

(by (7.26))

经过处理后的表达式不含任何势函数，只含有导数。然后按如下步骤处

理导数量。2. 如果导数中含有化学势，那么把它化到分子中，再利用

Gibbs-Duhem 关系dµ = −sdT + v dP 消去它。 ■

■例 7.2 化简 (∂µ/∂V )S,N .

(
∂µ

∂V

)
S,N

= −s
(
∂T

∂V

)
S,N

+ v

(
∂P

∂V

)
S,N

3. 如果导数中含有熵，则将它化到分子。如果正方形记忆图中的四个

Maxwell 关系可以消去这个熵的导数，则调用它消去。如果 Maxwell

关系不能消去熵，那么利用(7.34)式（令其中的 w = T）凑出 ∂S/∂T , 这

样分子就能表示为热容 cv 或 cP 的函数。 ■

■例 7.3 考虑第 1 步出现的导数 (∂T/∂P )S,N :

(
∂T

∂P

)
S,N

= −
(
∂S

∂P

)
T,N

/(
∂S

∂T

)
P,N

(by (7.35))

=

(
∂V

∂T

)
P,N

/
N

T
cP (by (7.29))

■

■ 例 7.4 考虑导数 (∂S/∂V )P,N , 利用 Maxwell 关系 (∂S/∂V )P,N =

(∂P/∂T )S,N ((7.28)式)不能消去熵，因此不调用 Maxwell关系，而是凑

出 ∂S/∂T :(
∂S

∂V

)
P,N

=
(∂S/∂T )P,N
(∂V /∂T )P,N

=
(N/T )cP

(∂V /∂T )P,N
(by (7.34))
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于是将导数化成了不含势函数也不含有熵的形式，只包括 V, P, T（当然

还有 N）。4. 将 V 化入分子，这样出现的量都能表示为 α 与 κT 的函

数。 ■

■例 7.5

(
∂T

∂P

)
V,N

= −
(
∂V

∂P

)
T,N

/(
∂V

∂T

)
P,N

=
κT
α

(by (7.35))

5. 最初给定的导数经以上步骤已经化成了用 cv, cP , α, κT 表示的形

式。恒容热容可以用下式消去：

cv = cP − Tvα2

κT
(7.36)

上式即(3.75)式的变形，它经常被用到，应该牢记。读者也要掌握上

式的推导（见习题 7.3-2）。 ■

上面导数约化的步骤以单组分系统为例，但也可以推广到多组分系

统，只要组分的化学势 µj 不出现在导数中（因为单组分系统的化学势

是通过 Gibbs-Duhem 关系消去的，对于多组分系统而言 G-D 关系将一

种化学势化为了其他化学势）。

习题

7.3-1

7.3-2

7.3-3

7.3-4

7.3-5

7.3-6

7.3-7

7.3 简单应用

本节介绍7.2节的几个代表性应用，每个例子以一个问题——研究某

一参量在其他参量变化的情况下的变化情况——开始。最简单的情形是

简单系统在恒容条件下，温度变化 ∆T 对应的压强变化 ∆P .

我们用两种方法解决该问题。首先，如果基本方程已知，则可以直

接求解。第二种方法的条件是已知 cP , α, κT，且各参量的变化为小量。

绝热压缩

考虑被绝热壁包围的单组分简单系统（粒子数为 N）。系统的初始

温度与压强已知，经准静态压缩后，压强从 Pi 变为 Pf . 如何得出其他
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热力学量（如体积、温度、内能、化学势）的变化？

求解的关键在于——绝热壁表明了系统的熵在准静态过程中不变。

该判断的依据当然是准静态过程中 d̄Q = TdS.

以温度为例，计算其变化。首先假设系统的基本方程已知，对它微

分可得两个状态方程 T = T (S, V,N) 与 P = P (S, V,N). 初始温度与压

强已知，于是可得初始体积与熵。联立上两个状态方程消去 V 得到温度

T 关于 S, P,N 的关系式，于是得到温度的变化：

∆T = T (S, Pf , N)− T (S, Pi, N) (7.37)

如果基本方程未知，但知道 cP , α, κT，并且压强的变化是小量，则

有

dT =

(
∂T

∂P

)
S,N

dP (7.38)

利用7.2节介绍的套路可以算出

dT =
Tvα

cP
dP (7.39)

化学势的求解过程相似。答案是（仍然要求压强变化量是小量）：

dµ =

(
∂µ

∂P

)
S,N

dP (7.40)

=

(
v − sTvα

cP

)
dP (7.41)

系统在（无穷小）绝热压缩过程中体积的相对变化由绝热压缩率κS

表征，定义见 (3.73)式。那里曾提到过 κS 可以由 κT , cP , α表示（(3.76)式，

又见习题 3.9-5），这里建议读者完成习题 7.4-8。

等温压缩

系统在恒温、摩尔数不变的条件下准静态压缩，压强从 Pi 变到 Pf .

还是要计算 U, S, V, µ的变化。通过对基本方程与状态方程一通捣鼓以消

去变量，可以得到 U, S, V, µ 各自关于 T, P,N 的表达式，于是可得各参

量的变化。

对于压强的微小变化，有

dS =

(
∂S

∂P

)
T,N

dP (7.42)

= −αV dP (7.43)
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同样也有

dU =

(
∂U

∂P

)
T,N

dP (7.44)

= (−TαV + PV κT )dP (7.45)

其他参量同理。

有时需要求出为保持系统在压缩过程保持温度不变而从系统吸收的

热量。首先还是假设基本方程已知，于是热量变化为

∆Q = T∆S = TS(T, Pf , N)− TS(T, Pi, N) (7.46)

其中基本方程 S(U, V,N)（通过与状态方程联立等等一通折腾）变成了

S(T, P,N) 的形式。

如果不知道基本方程：首先考虑无穷小的等温压缩过程，由(7.43)式

可得

d̄Q = −TαV dP (7.47)

然后是有限大（非无穷小）的等温压缩。注意，基本方程未知，(7.46)式

不能用。如果已知 α, V 关于 T, P 的函数，那么对(7.47)式沿等温过程积

分就得到热量变化：

∆Q = −T
∫ Pf

Pi

αV dP (7.48)

这个解必然与(7.46)式一致。

自由膨胀

第三个例子是自由膨胀过程（习题 3.4-8, 4.2-3 接触过它）。系统的

初始体积为 Vi，突然释放使系统膨胀到体积 Vf . 如果是气体系统（当然，

下面的推导不只针对气体），则该过程可以用如下装置方便地实现：某一

刚性容器由隔板分为两部分，一部分是气体，另一部分真空。突然撤去

隔板，则气体自发膨胀充满整个容器。系统的其他参量在该过程的变化

如何求解？

既然是自由膨胀，则系统的内能不变。系统既未向外传热，也没有

对外做功。

如果已知温度关于 U, V,N 的表达式，则有

Tf − Ti = T (U, Vf , N)− T (U, Vi, N) (7.49)
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如果体积的变化为小量，则

dT =

(
∂T

∂V

)
U,N

dV (7.50)

=

(
P

Ncv
− Tα

NcvκT

)
dV (7.51)

与前两例不同，自由膨胀过程本质上既不可逆，也不是准静态的（见

习题 4.2-3）。

■ 例 7.6 三次元的真实过程不可能像例子们那样简洁可爱，没有任何参

量在演化前后是不变的。例如计算发动机气缸在膨胀冲程 (expansion

stroke，又称为做功冲程) 前后的温度变化，气缸壁可以自由传热，故

而该膨胀过程既不等温也不绝热。然而，经验表明温度可以近似表为体

积的函数，于是该过程可以用 T = T (V ) 定义。读者会遇到许多将真实

过程模型化的情况，这个例子可以作为参考。

某一单组分系统（摩尔数 N）经膨胀过程，体积从 V1 变为 V2，温

度从 T1 降至 T2，并且观测到温度随体积线性减少。计算在膨胀过程中

外界对系统做的功以及传入系统的热量，答案用 cP , α, κT 的表达式或积

分表示。

求解：

首先注意到函数 cP (T, P ), α(T, P ), κT (T, P ),以及 v(T, P )（它们可以查

表求出）是有冗余的。3.9的例题已经推导过，从前三个函数可以导出最

后一个。

题目里的膨胀过程在 T -V 图上对应的轨迹为

T = A+BV ;

A =
T1V2 − T2V1
V2 − V1

;

B =
T2 − T2
V2 − V1

.

此外，v(T, P ) 可以转化为 P 关于 T, v 的函数，于是轨迹上每一点的压

强是已知的，将上式 T 关于 v 的关系代入即可得 P 关于 v 的关系：

P = P (T, V ) = P (A+BV, V )

于是得到在膨胀过程中，外界对系统做的功：

W =

∫ V2

V1

P (A+BV, V )dV

这个积分只有数值解，不过用计算器能够算出来。因此考试也会考
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为了计算传入系统的热量，考虑 S 关于 T, V 的函数，

dS =

(
∂S

∂T

)
V

dT +

(
∂S

∂V

)
T

dV

=
N

T
cvdT +

(
∂P

∂T

)
V

dV

=

(
NcP
T

− V α2

κT

)
dT +

α

κT
dV

在膨胀过程的轨迹上有 dT = BdV，于是

dS =

(
NB

cP
T

− BV α2

κT
+

α

κT

)
dV

传热量为

Q =

∫ V2

V1

[
NBcP − (A+BV )(BV α− 1)α/κT

]
dV

这个积分还是只能利用轨迹上不同的 V 对应的 P, T 的值解出数值解。

有时为了方便，可以把一定范围内的数据用多项式拟合得到近似的

表达式；许多程序都能进行拟合，这样积分既可以用数值法，又可以通

过“解析法”计算出来。 ■

■例 7.7 某种物质在 P − v 图上的两个状态 A,D 定义为

PA = 1 × 105 Pa vA = 2 × 10−2 m3/mole

PD = 1 × 104 Pa vD = 1 × 10−1 m3/mole

此外 TA = 350.0K. 设 1 摩尔该物质初态为 A, 可逆热源为 150K
的热库，主系统从状态 A 演化到 D，最多能够传给可逆功源多少功？

其他已知条件有，系统的绝热线为

Pv2 = constant (s = constant)

1 × 105 Pa 下的 cP , α 为

cP = Bv2/3 (P = 1 × 105 Pa);

B = 108/3 = 464.2 J/m2 · K

α = 3/T (P = 1 × 105 Pa)

κT 未知。

读者在看下面的答案之前一定要自己分析一下题目。

求解：
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为求解从 A → D 的可逆过程对应的最大功，需要求出 uD − uA 以及

sD − sA.

经过状态 D 的绝热线方程为 Pv2 = 1 × 102 Pa · m6; 它与 P =

1 × 105 Pa 等压线相交于点 C:

PC = 1 × 105 Pa, vc = 10−3/2 m3 = 3.16 × 10−2 m3.

于是可以从A经过两步演化到D状态，首先是A
等压过程−→ ，然后 C

等熵（绝热）过程−→

D。计算这两个过程的 uC − uA、sC − sA 以及 uD − uC、sD − sC，最

终得到 uD − uA、sD − sA.

首先考虑从 A 到 C 的等压过程：

du = Tds− Pdv =
( cP
vα

− P
)

dv =

(
1

3
Bv−1/3T − PA

)
dv

由于不知道等压过程中的 T (v) 关系，因此上式不能直接积分。为计算

等压过程的 T (v)，首先有(
∂T

∂v

)
P

=
1

vα
=

T

3v
(for P = PA)

积分得

ln
(
T

TA

)
=

1

3
ln
(
v

vA

)

于是可得

T = 350.9× (50v)1/3 (等压过程P = 1 × 105 Pa)

接着计算 uC − uA:

du =

[
1

3
B × 350.9× (50)1/3 − 105

]
dv ≈ 105dv

于是

uC − uA = 105 × (vC − vA) = 1.16 × 103 J

下面计算 uD − uC . 从 C 到 D 为绝热过程，

uD − uC = −
∫ vD

vC

Pdv = −102
∫ vD

vC

dv
v2

= 102[v−1
D − v−1

C ] = −2.16 × 103 J
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最终得到了内能之差

uD − uA = −1 × 103 J

接着考虑熵差 sD − sA = sC − sA. 在等压线 AC 上：

ds =
(
∂s

∂v

)
P

dv =
cP
Tvα

dv =
1

3
Bv−1/3dv

于是

sD − sA = sC − sA =
1

2
B
[
v
2/3
C − v

2/3
A

]
= 6.1 J/K

求出整个过程的 ∆u 与 ∆s 之后，余下的最大功问题就好办了。主系统

熵的增量对应于从热库中吸收的热量：

(−Q热库) = T热库∆s = 150× 6.1 = 916 J

传给可逆功源的总能量为 (−∆u) + (−Q热库)，也就是

传递的功 = 1.92 × 103 J

■

习题

7.4-1

7.4-2

7.4-3

7.4-4

7.4-5

7.4-6

7.4-7

7.4-8

7.4-9

7.4-10

7.4-11

7.4-12

7.4-13

7.4-14

7.4-15

7.4-16
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7.4-17

7.4-18

7.4-19

7.4-20

7.4-21

7.4-22

7.4-23

7.4-24

7.4 推广：以磁系统为例

对于简单系统以外的其他系统可以建立一套相似的 Legendre 变换

体系、Maxwell 关系、辅助记忆图以及导数约化方法。

以磁系统为例，它的基本方程为（见3.8节和附录B）：

U = U(S, V, I,N) (7.52)

可以对 S, V,N 做 Legendre 变换（磁矩 I 视为寻常参量）。例如系统的

焓是 S, P, I,N 的函数：

H ≡ U [P ] = U + PV = H(S, P, I,N) (7.53)

当然也可以类比着对磁场量进行 Legendre 变换：

U [Be] = U −BeI (7.54)

变换得到的势是 S, V,Be, N 的函数，系统的在外磁场恒定下的平衡条件

为这个势取最小值。

其他各种 Legendre 变换的结果在图7.3中。左边的 Maxwell 关系式

可以从右边的图中按照之前的套路读出。

“磁焓”U [P,Be] ≡ U +PV −BeI 是有趣又有用的势函数。在压强、

外磁场恒定的条件下，系统的磁焓取最小值。此外，根据(6.29)式的磁焓

变体，dU [P,Be] = TdS = d̄Q（P,Be, N 不变）。由此可见磁焓 U [P,Be]

在压强、外磁场恒定的情况下就像系统的“热量势 (potential for heat)”

那样。

■例 7.8 某系统的基本方程与“顺磁模型”相同 ((3.66)式)，T0 = 200K, I20/2R =

10Tesla2 · K/m2 · J。系统的摩尔数为 2，在 Be = 0.2Tesla(2000 gauss)
的外磁场下保持压强恒定，从初始温度 5K 加热到 10K. 求传入系统的

能量。
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图 7.3
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解

传入系统的能量正是“磁焓”U [P,Be] 的改变量。顺磁模型的基本

方程与体积无关，P ≡ ∂U/∂V = 0, 于是 U [P,Be] 退化到 U − BeI =

U [Be]. 再根据(3.66)式，U = NRT, I = (NI20/2RT )Be, 于是 U [P,Be] =

U [Be] = NRT − (NI20/2RT )B
2
e . 因此

Q = N

[
R∆T − I20

2R
B2

e∆

(
1

T

)]
= 2[8314× 5 + 10× 0.04× 0.1] J = 83.15 J

注意第二项的磁过程对传热的贡献相对于非磁过程（第一项）来说

很小；实际中非磁过程对固体热容的贡献在低温下急剧降低，以至于比

磁部分小。不妨回顾习题 3.9-6.

■

习题
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1 请回忆 Jensen 不等式，并批
判性的看待作者的讨论。

8. 热力学系统的稳定性

8.1 热力学系统的内在稳定性

热力学中基本的极值原理指出：dS = 0 以及 d2S < 0。第一个式子

表示系统的熵取极值，第二个表明这个极值是极大值. 第二个式子决定

着系统的稳定性，然而之前我们还没有完整地考察过这个式子. 与此相

似，在力学中，一个单摆的稳定位置是其势能最小的位置. 而所谓处在

“不稳定平衡”的位置与此相反，它正好在势能最大的地方.

对稳定性的考量将催生一些热力学中有趣且重要的结论. 在本章中

考察可使系统达到稳定的条件. 在第 9 章中我们会讨论不稳定性的结果

——相变.

现在考虑两个完全相同的子系统，它们的基本方程都是 S = S(U, V,N)，

这两个子系统由完全不透的隔板分开. 假设 S 对 U 的依赖关系大致如

图8.1所示. 现在我们从第一个子系统中挪出 ∆U 的能量到第二个系统中

去，这时，总系统（由这两个子系统所组成）的熵就会由 2S(U, V,N) 变

为 S(U +∆ U, V,N) + S(U −∆U, V,N). 由图中可看出，总系统的熵竟

然增大了1. 显然，如果绝热限制被移除，那么能量就会自发地从一子系

统流向另一个子系统，因之其中一个的能量会增多（温度也增加），另一

个的能量减少. 这种情况甚至可以发生在一个子系统内，即能量从一个

区域自发地转移到另一个区域，导致系统的均一性被破坏. 这种均一性

的自发破缺就是相变的特征.
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图 8.1: 如图所示，对于下凹的基本关系，通过两个子系统的能量交换，平均熵增加了，这样的系
统是不稳定的。

从图8.1中我们可以看出，系统稳定的条件就是熵曲线上凹.1

S(U+∆ U, V,N)+S(U−∆U, V,N) ≤ 2S(U, V,N) (for all ∆) (8.1)

如果 ∆U → 0，那么该条件就变为微分式(
∂2S

∂U2

)
V,N

≤ 0 (8.2)

但是这个微分式没上凹条件(8.1)那么严格，上凹条件需对所有的 ∆U 成

立，而非仅仅在 ∆ → 0 时成立.

上面我们考虑的是能量的变化，如果我们考察体积的变化，结果是

一样的

S(U, V +∆ V,N) + S(U, V −∆V,N) ≤ 2S(U, V,N) (8.3)

或写成微分形式(
∂2S

∂V 2

)
U,N

≤ 0 (8.4)

在由统计力学计算所得和实验数据外推所得的基本方程中，有一些

确实不满足上凹条件. 这时如果非要得到一个稳定的基本方程的话，我

们可以按照图8.2所示的方法构造. 在真实的基本方程曲线上作切线，取

那些处在曲线上方的切线，稳定的状态方程就是这些取出来的切线的上

1R. B. Griffiths, J. Math. Phys. 5, 1215 (1964). L. Galgani and A. Scotti, Physica
40, (1968);42,242(1969); Pure and Appl Chem. 22, 229(1970).
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图 8.2

包络线.

图8.2中，BCDEF 线是不稳定的，这一可用直线 BHF 来代替. 实

际上，真实的状态方程中，只有 CDE 段不满足微分形式的稳定性条件

（也就是说局部不满足上凹条件）. 因此整个曲线就不满足“全局”性的

上凹条件(8.1). 所以我们说该曲线中的 BC 和 EF 部分都是局域稳定但

全局不稳定的.

直线 (图8.2中的 BHF) 对应着两个相的分离，即系统中的一部分处

于 B 状态，而另一部分处于 F 状态，我们将在第 9 章中详细解释这个

问题.

在 S −U − V 组成的三维空间中，全局稳定要求熵曲面处于它的所

有切面之下. 也就是说

S(U+∆ U, V +∆ V,N)+S(U−∆ U, V −∆V,N) ≤ 2S(U, V,N) (8.5)

由该式可推得(8.2)、(8.4)和（参见问题 8.1-1）

∂2S

∂U2

∂2S

∂V 2
−
(

∂2S

∂U∂V

)
≥ 0 (8.6)

我们待会儿会通过另一种方法得到这个等式：将一个类似(8.2)式的简单

的曲率条件代入熵的 Legendre 变换.

再次强调，全局稳定要求熵曲面处于它的所有切面之下. 相较之下，

局部稳定要求的条件就弱一些，它只要求
(

∂2S
∂U2

)
V,N
和
(

∂2S
∂V 2

)
U,N
都是

负的且 ∂2S
∂U2

∂2S
∂V 2 −

(
∂2S

∂U∂V

)2
是正的. ∂2S

∂U2 < 0 保证了: 体积为常数的平面

与 S-U-V曲面的交线曲率为负 (线上每一处都是平衡点).同样，∂2S
∂V 2 < 0
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保证了: 能量为常数的平面与 S-U-V 曲面形成的交线曲率为负. 这两

个“偏曲率 (partial curvatures)”并不能保证曲面上凹,因为曲面上可能

这样一种凹槽，它在 ±U,±V 四个方向上曲率为负，但在四个对角方向

（U, V 坐标轴之间的对角线）上曲率为正. 第三个微分关系(8.6)正是限

制了这种情况的发生.

以物理的语言来说，局域稳定条件保证了系统中各部分的 u 或 v 各

自的涨落不会导致熵增加，也保证了 u、v 共同的涨落不会导致熵增加.

对于磁体系而言也有类似的关系，只不过磁矩代替了体积的角色2 .

在彻底阐明这些稳定条件之前，我们先来考察一下其他类似的关系

(不同的热力学势有不同的关系).我们先看一个意义最明显的关系(8.3)式，

搞清楚它蕴含的信息，其他的关系也包含着类似的东西. 方程(8.2)要求(
∂2S

∂U2

)
V,N

= − 1

T 2

(
∂T

∂U

)
V,N

= − 1

NT 2cv
≤ 0 (8.7)

因此，一个稳定系统的摩尔热容必须为正. 类似地。其他稳定性条件也

会对一些可观测物理量作出限制.

最后我们做个总结，在一个 r+2维的热力学空间 (S,X0, X1, · · · , Xr)

中，系统的稳定性要求熵曲面处于它的所有切平面之下.

8.2 其他热力学势的稳定性条件

在能量表象下重新表述稳定性准则，只需要在语言上简单作一个转

换就行. 既然要求熵最大能量最小，那么熵曲面的上凹性就可以转化为

能量曲面的下凹性.

稳定的能量曲面总处于它的切平面之上.

U(S+∆S, V +∆V,N)+U(S−∆S, V −∆V,N) ≥ 2U(S, V,N) (8.8)

局域下凹条件变为

∂2U

∂S2
=
∂T

∂S
≥ 0

∂2U

∂V 2
= −∂P

∂V
≥ 0 (8.9)

附加 S, V 一同变化时的限制条件

∂2U

∂S2

∂2U

∂V 2
−
(
∂2U

∂S∂V

)2

≥ 0 (8.10)

更严格一些的做法是：对能量或熵进行 Legendre 变换. 首先复习一

2R. B Griffiths, J. Math. Phys. 5, 1215 (1964)
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些勒让德变换得性质 (见式(5.2))

P = − ∂U

∂X
及 X = −∂U [P ]

∂P
(8.11)

因之

∂X

∂P
= −∂

2U [P ]

∂ P 2
=

1
∂2U
∂X2

(8.12)

所以 ∂2U [P ]/∂P 2 与 ∂2U/∂X2 的符号相反.那么，如果 U 是 X 的

一个上凹函数，则 U [P ] 是一个关于 P 的下凹函数. 用同样得方式可知，

Helmholtz 势是温度的上凹函数，是体积的下凹函数.(
∂2F

∂T 2

)
V,N

≤ 0

(
∂2F

∂V 2

)
T,N

≥ 0 (8.13)

焓是熵的上凹函数，压强的下凹函数(
∂2H

∂S2

)
P,N

≥ 0

(
∂2H

∂P 2

)
S,N

≤ 0 (8.14)

Gibbs 势同时是温度和压强的下凹函数(
∂2G

∂T 2

)
P,N

≤ 0

(
∂2G

∂P 2

)
T,N

≤ 0 (8.15)

总结起来，N 恒定时，对各个热力学势的特征变量而言，对应热力

学势（U 及其 Legendre 变换）是强度量的下凹函数，广延量的上凹函

数. 同样地，N 恒定时 Massieu 函数 (熵及其 Legendre 变换) 是对应强

度量的上凹函数，广延量的下凹函数.

8.3 热力学系统的内在稳定性

由稳定性准则能导出哪些物理结论？本节将讨论这个问题. 稳定性

准则将限制诸如 cv, cp, α, κT 这些量的正负. 第一个推论为：cv > 0，可

由(8.2)或(8.7)式导出. 类似地，由 Helmholtz 势关于体积 V 的上凹性将

得到 (
∂2F

∂V 2

)
T

= −
(
∂P

∂V

)
T

=
1

VκT

≥ 0 (8.16)

或

κT ≥ 0 (8.17)
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由 cv, κT 为正还能获得更多的信息。如果回想一下在问题 3.9-5 中

所得的等式

cp − cv =
Tvα2

κT
(8.18)

和

κs
κT

=
cv
cP

(8.19)

结合之前稳定性准则导出的结论，我们马上就能知道

cp ≥ cv ≥ 0 (8.20)

和

κT ≥ κs ≥ 0 (8.21)

因此在一个稳定系统中，热容和压缩率一定是正的. 即：向满足稳

定性准则的系统中加入热量，无论于恒压或恒容条件下，都将增加系统

的温度——且恒容时比恒压时增加得更多. 减少系统的体积，无论于绝

热或恒温条件下，都将增大系统的压强——且绝热时比恒温时增加得更

多

8.4 Le Chatelier 原理；涨落的定性影响

稳定性准则的物理内涵就是著名的 Le Chatelier原理. 据该原理，稳

定性可描述为：系统中发生的会产生不均一性的事件的都会诱发一个趋

向于抵消该事件的过程.

举个例子，考虑一容器中处于平衡的液体，某时刻一光子射入液体，

它将液体局部稍稍加热了一点. 根据稳定性条件，热量会从被加热的区

域流走，被加热区域的温度因此而向周围环境的温度靠近，系统重建了

平衡.

与此相类，液体中传播的纵波会让系统中一些地方的密度或高或低.

如果某区域密度增高，那么压强也随之增高，因而该处的液体趋向于散

开，反之密度低的区域将趋向于收缩. 稳定性条件（即压缩率为正）确保

了这些响应将使系统重建平衡.

实际上，局域的不均一经常出现在物理系统中，除入射光和外界引

起的振动外，还有很多其他诱因. 比如气体中，每个分子都在随机运动，

运气好的话，就会产生密度高一些和低一些的区域.

若以统计力学观点视之，则所有系统都会有永不停歇的局部涨落. 经

典热力学认为平衡态就是静止的、但实际上平衡是动态的. 局域的不均
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2 松弛的意思是：活塞刚好能塞

住圆筒内的气体，如果装的是气

体的话.

3 为什么是绝热？因为此时作者

考虑的是一个瞬时的过程，如果

系统的透热壁传热速度不是无穷

大，那么在 dT 内发生的体积变
化就是一绝热过程.

一无时无刻不在发生，只是 Le Chatelier 原理让我们以为只有外部扰动

才会产生不均一罢了.

热力学系统与一个在势阱上滚动的鹅卵石很像. 石头的稳定点就在

势阱势能的最小点. 稳定性准则则要求墙面是上凹的.

如果考虑得更巧妙些，我们可将石头视作服从 Brownian 运动——

石头可能会经历各种各样的随机碰撞. 这个力学上的例子与真实系统中

的自发涨落很相像. 势能最小点并非对应系统中的一个瞬时点，而是一

期望值，这种期望值其实就是热力学所描述的东西. 势阱的曲率有着持

续的、决定性的作用，它使系统在每次 Brownian 碰撞（涨落）后都回

归到" 期望态" 中.

需要指出，如果鹅卵石在一个既浅又不对称的拱壁内运动，则鹅卵

石的“期望态 (能量最低点)”可能会与平均位置（时间平均）不太一样.

在这种情况下，经典热力学的预测与实际观测不符，实际观测得到的是

时间平均值 (回顾第一章). 这种异常状态会发生于高阶相变中——实际

上直到 19 世纪 70 年代，正确的理论才发展出来. 到第 11 章我们再来

探索这个问题.

8.5 Le Chatelier-Braun 原理

回到稳定性准则的物理诠释. Le Chatelier原理给出了一种诠释，然

而更有洞见的则是 Le Chatelier-Braun 原理. 假设某一系统由于某些

作用或者涨落而偏离了平衡态. 根据 Le Chatelier 原理，这个微扰会

诱发一个削弱微扰本身的过程. 然而随之发生的还有一些二阶过程. Le

Chatelier-Braun 原理说：这些非直接引发的二阶过程同样会削弱最初的

扰动.

我们来看一个简单的例子. 一活塞筒的壁透热，“浴”在一个既是热

库又是压力库的库中，活塞是松弛的2.由于存在涨落或者可能的外力，活

塞向外缓慢移动. 最直接的影响就是系统内的压强下降——这就造成了

内外压强差并导致活塞被压回，这是 Le Chatelier 原理的结果. 现在来

考虑二级效应，活塞向外移动，系统体积增加 dV，体积的变化导致温

度的变化：dT = (∂T/∂V )SdV = −(Tα/NcvκT )dV 3，温度改变量的正

负取决于 α. 由于产生了温度差，所有会有热量流过圆筒壁，如果 α 为

正，则热量流入，反之则流出 (sign d̄Q=sign α). 热流反过来又会改变

系统的压强：dP = (1/T )(∂P/∂S)V d̄Q = (α/NT 2cvκT )d̄Q. 无论 α 正

负，压强都将增加. 因此，这个诱导出的二级过程（热流）也将最初的微

扰削弱了. 此之谓 Le Chatelier-Braun 原理.

为严格证明 Le Chatelier 原理和 Le Chatelier-Braun 原理，设想一

个复合系统中的自发涨落 dXf
1 . 随变量 X 涨落而发生的还有子系统中
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4 原文该式为 dP2
dX1

dXf
1 dXf

2 ≤
0，是一处显然的笔误，现改正

对应强度量 P1 的改变：

dP f
1 =

∂P1

∂X1
dXf

1 (8.22)

涨落 dXf
1 可能也会改变强度量 P2

dP f
2 =

∂P2

∂X1
dXf

1 (8.23)

现在来考察强度量 dP f
1 ,dP

f
2 会反过来对 X1, X2 产生何影响. 我们将这

种反馈改变量 dXf 记作 dXr
f，上标r代表响应 (response). dXr

1 和 dXr
2

的符号可以通过求总能的最小值来得到 (在总熵恒定时)

d(U + U res) = (P1 − P res
1 )dXr

1 + (P2 − P res
2 )dXr

2 ≤ 0 (8.24)

= dP f
1 dXr

1 + dP f
2 dXr

2 ≤ 0 (8.25)

因之，再考虑到 dXr
1 , dXr

1 是独立的，就有

dP f
1 dXr

1 ≤ 0 (8.26)

和

dP f
2 dXr

2 ≤ 0 (8.27)

从(8.26)和(8.22)式可知

dP1

dX1
dXf

1 dXr
1 ≤ 0 (8.28)

同理可得4

dP2

dX1
dXf

1 dXr
2 ≤ 0 (8.29)

现在来考察这两个结果. 第一个是(8.28)，此即 Le Chatelier 原理

的数学表达式. 将该式乘以 dP1/dX1，根据稳定性的上凹性准则，可知

dP1/dX1 为正，所以

dP1

dX1
dXf

1 · dP1

dX1
dXr

1 ≤ 0 (8.30)

或

dP f
1 dP r(1)

1 ≤ 0 (8.31)
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也就是说，初始扰动引发了 P1 的变动 dP f
1，该变动反馈给 X1，产生了

X1 的反馈变动 dXr
1，该反馈变动又诱发了 P1 的变动 dP r(1)

1 ，dP r(1)
1 恰

好与 dP f
1 反号.

第二个不等式(8.29), 借助 Maxwell 关系

∂P2

∂X1
=
∂P1

∂X2
(8.32)

可以重新表述为

dXf
1 ·
(
∂P1

∂X2
dXr

1

)
≤ 0 (8.33)

然后用 dP1/dX1(其值是正的) 乘上式得(
∂P1

∂X1
dXf

1

)
·
(
∂P1

∂X2
dXr

1

)
≤ 0 (8.34)

或

(dP f
1 )(dP

r(2)
1 ) ≤ 0 (8.35)

也就是说，反馈响应 dXr
2 诱发了 P1 的改变量 dP r(2)

1 ，它与初始扰

动引发的改变 dP1 反号. 此之谓 Le Chatelier-Braun 原理

最后要指出，方程(8.33)还有另一个有趣的佺释. 用 dP2/dX2(其值

为正) 乘(8.33)式得(
∂P2

∂X1
dXf

1

)
·
(
∂P2

∂Xr
2

dXr
2

)
≤ 0 (8.36)

或

(dP f
2 )(dP

r(2)
2 ) ≤ 0 (8.37)

这就是说，X2 的响应诱发了 P2 的改变，且这个改变与关于 X1 的初始

扰动所诱发的 P2 的改变量反号.
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9. 一级相变

9.1 能量最小原理

通常情况下在室温和大气压的条件下水是液体，但是如果被冷却

到273.15K以下就会凝固；而如果被加热到373.15K以上就会汽化。在这
些温度下物质的性质都会发生急剧的变化——也就是“相变”。在高压下

水会经历一些额外的从一种固态到另一种固态的相变过程。这些不同的

固相，被定为“冰 I”,“冰 II”,“冰 III”，……，在晶体结构以及基本

所有热力学性质上都不同（比如压缩系数，摩尔热容，以及各种摩尔势

比如 u 或者 f）。水的“相图”如图9.1所示。

每一个相变都对应着热力学基本关系的一个线性区域（比如图8.2的

BHF），并且每一个都可以看成潜在的基本关系中稳定条件（凸的或者

凹的）失效的结果。

在本节中我们要考虑基本关系不稳定的系统。通过定性考虑这种系

统的涨落我们会看到涨落会受到潜在的基本关系的细节的深刻影响。与

此相对的，广延量的均值只能反应稳定的热力学基本关系。

关于潜在的基本关系的形式对于热力学涨落的影响方式的考虑会给

第8章中稳定性的考虑以及图8.2的构造（其中热力学基本关系是通过切

平面的包络构造出来的）提供物理解释。

一个简单的力学模型可以通过一个直观易懂的类比来解释这种考

虑。考虑一段半圆形的两端封闭的管子。这个管子如同倒着的 U 型垂

直竖立在桌子上（图9.2）。这个管子内包含一个可以自由移动的活塞将

其分成两部分，每一部分都包含一摩尔的气体。这个系统的对称性会被

证明有重要的效果，而为了破坏这个对称性我们考虑管子的每一段含有

一个小的金属“滚珠”（也就是一个小的金属球）。两个金属球是热膨胀
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图 9.1: 水的相图。在小图中气相的稳定区域用正温轴上一根难以区分的竖带标识了出来。大图展
示了气相和气液共存区，其尺度相当于小图中的一个标尺大小。

系数不同的两种金属构成的。

在一些特别的温度下，比如我们记为 Tc，两个金属球的半径相同；

而在温度高于 Tc 的时候，右边的球更大。

活塞暂时被放在管子的顶端，可以落入两条腿中的任意一个，从而

压缩那一条腿中的气体，而另一条腿中的气体则会膨胀。在这两种互斥

的平衡态中，压强差都正好被活塞质量的效果补偿。

如果没有这两个滚珠的话这两个互斥的平衡态是完全等价的。但当

存在滚珠的时候，如果 T > Tc 那么落入左边是一个更加稳定的平衡态，

如果 T < Tc 那么落入右边就成了更加稳定的平衡态。

图 9.2: 一个简单的力学模型
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从热力学的观点来看，系统的 Helmholtz 势是 F = U − TS，而能

量 U 包含了活塞的重力势能以及我们所熟悉的两部分气体的热力学能

量（当然也包括两个滚珠的内能，不过我们假定这部分很小而且两者相

同）。从而系统的 Helmholtz势就有两个局域极小值，而更低的哪一个极

小值对应着活塞落入包含的球更下的那一侧。

活塞从一边到另一边的平衡位置之间的移动也可以通过在给定温度

下倾斜桌子达到类似的效果——或者在类似的热力学中，通过加入一些

温度以外的热力学参数实现。

平衡态从一个局域极小移动到另一个构成了一级相变，这是由于温

度或者其它热力学参数的改变导致的。

一级相变联系的两个态是有区别的，它们出现在热力学构型空间中

独立的区域。

为了讨论“临界现象”和“二级相变”（第10章），暂时考虑滚珠全

同或者不存在的情况会很有用。于是在低温时两个互斥的极小值是等价

的。不过随着温度的升高，活塞的两个平衡位置会在管子中上升接近顶

端。超过一个特别的温度 Tcr 以后，就只有活塞位于管子的顶端这一个

平衡位置了。相反地，如果把温度从 T > Tcr 降到 T < Tcr，这唯一的平

衡态会分成两个（对称的）平衡态。这个温度 Tcr 就是“临界温度”而

在 Tcr 的变化就是“二级相变”。

二级相变联系的两个态在热力学构型空间中是连续的。

在这一章中我们考虑一级相变。二级相变会在第10章中讨论。在那

里我们也会对这个“力学模型”做定量地考虑，尽管在这里我们仅仅做

了定性的讨论。

回到两个球不同的情况，考虑活塞位于更大的极小值——也就是跟

更大的滚珠位于管子的同一侧。处于 Helmholtz势那样的一个极小值时，

即使经历热涨落（“布朗运动”）活塞也会暂时保持在那个极小值处。在

足够场的时间后一个巨大的涨落会带动活塞“越过顶端”并达到稳定的

极小值。之后它就会呆在这个更深的极小值处知道一个更大（也更加不

可能）的扰动把它待会次稳定的极小值处，然后这整个过程会反复重现。

随着幅度的增大涨落的概率会下降得非常快（我们会在第19章看到这一

点）以至于在大部分时间中系统会位于更加稳定的极小值处。宏观热力

学中多有这些动力学都被忽略了，因为它只关心稳定的平衡态。

为了在更加偏向热力学的环境中讨论相变的动力学，把我们的注意

力转移到更加熟悉的热力学系统会更加方便，它的热力学势同样具有两

个局域极小值并且被一段凹的不稳定区域分开。特别地我们考虑一个容

器中压力为一个大气压而且温度高于373.15K的水蒸气（也就是高于水
的“常规沸点”）。我们把注意力集中到一个小的子系统——一个半径大

小（可以改变）使得任意时刻都包含有一毫克水的球形区域。这个子系
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图 9.3: 具有多个极值的热力学势

统等价于跟一个热库和一个蓄压器接触，而平衡条件是子系统的 Gibbs

势 G(T, P,N) 处于极小值。由平衡条件决定的两个独立变量是子系统的

能量 U 和体积 V。

如果 Gibbs 势形如图9.3所示那样，其中 Xj 是体积，那么系统在更

低的极小值处是稳定的。这个极小值对应着比第二局域极小值更大的体

积（或者更小的密度）。

考虑体积涨落的行为。这种涨落是自发而且连续发生的。图9.3中曲

线的斜率表征了一个强度量（在当前情况下与压强不同），它扮演着符

合 Le Chatelier 原理使系统密度趋于均匀的回复“力”的角色。偶尔涨

落会太大以至于使得系统越过极大值，达到第二个极大值的区域。接下

来系统就会呆在第二个极小值区域——不过只会呆一小会儿。要跨过第

二个极小值处更低的势垒，一个更小（因此也就更加常见）的涨落就足

够了。系统很快就回到了它的稳定态。因此很小的高密度液滴（液相！）

偶尔会在气体中形成，存在一小会儿然后消失。

如果第二个极小值距离最小值很远，而且它们之间的势垒很高，那么

从一个到另一个的涨落就会变得非常不可能。在第19章中会说明，这类

涨落的概率会随着中间自由能的势垒的高度指数下降。在固态系统（其

中相互作用能量比较高）中由于中间势垒高得让从一个极小值变到另一

个的时间的量级超过了宇宙的年龄，所以通常不会有多个极小值。陷入

这种“亚稳态”极小值的系统实际上处于稳定平衡态（就像更深的极小

值并不存在一样）。

回到水蒸气处于高于“沸点”的某个温度的情形，假设我们降低整

个系统的温度。Gibbs 势的变化形式如同图9.4中显示的那样。在温度 T4

两个极小值会相等，而在这个温度以下，高密度（液体）相会变成绝对

稳定的。因此 T4 就是相变的温度（在给定的压力下）。
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图 9.4: Gibbs 势与体积（或者倒数密度）在不同温度下 (T1 < T2 < T3 < T4 < T5) 的大致示意
图。T4 是相变点。在相变温度以下高密度相是稳定的。

如果蒸汽从相变温度缓慢冷却，系统会发现之前所处的绝对稳态现

在变成了亚稳态。迟早系统的一个涨落就会“发现”真正的稳态，形成

液体凝结核。这个核会迅速变大，然后整个系统会突然经历相变。实际

上系统通过一个“试探”涨落发现更稳定的态所需的时间在蒸汽到液体

凝结的情况下短到难以观察。不过在从液体到冰的持续时间在一个纯粹

的情况下很容易观察到。被冷却到低于凝固点（结冰）温度的液体被称

为是“过冷的”。轻轻敲一下容器，产生的纵波就会导致多个“密集”和

“稀疏”的区域，而这些外部诱导的涨落会代替自发的涨落引发剧烈的相

变。

当把 Gibbs 势的极小处的值相对温度画出来的时候会引出一个有用

的视角。这个结果如图9.5所示。如果从图9.4中选取极小值那么久会只有

两个这种曲线，不过任意数值都是可能的。在平衡态最小的极小值是稳

定的，所以真正的 Gibbs 势是图9.5中的曲线的下包络。熵的不连续（也

就是潜热）对应着包络函数斜率的不连续。

图9.5需要增加一个额外的维度，增加的坐标 P 作用类似于 T。于

是 Gibbs 势就被表示成下包络曲面，和三个单个的相面重合。这些曲面

之间相交曲线在 P −T 平面上的投影就是我们熟悉的相图（比如图9.1）。

相变发生在系统从一个包络曲面越过相交线到另一个包络曲面时所

处的态。

图9.4的变量 Xj 或者 V 可以是任意广延量。在顺磁到铁磁的相变

中，Xj 是磁矩。在从一种晶体形式到另一种晶体形式的相变中（比如

从立方体到六边形）相应的参数 Xj 是一个晶体对称性变量。在溶解度

的相变中则可能是一种组分的摩尔数。随后我们会看到这类相变的例子。

这些都符合前面描述的一般模式。
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图 9.5: Gibbs 势的极小值作为 T 的函数。

图 9.6: 在共存曲线上四个点所对应的 Gibbs 势的两个极小值。在临界点 D 处两个极小值合并。

在一级相变中两个相的摩尔 Gibbs 势是相等的，但是其它摩尔势

（比如 u, t, f）在相变前后是不连续的，摩尔体积和摩尔熵也是如此。两

种相占据了“热力学空间”的不同区域，而除了 Gibbs 势以外任何性质

的相等都只是巧合。摩尔势的不连续性就是定义一级相变的性质。

如图9.6所示，如果沿气液共存曲线远离固相（也就是向着更高的温

度），摩尔体积和摩尔能量的间断会逐渐变小。两种相会变得越来越相

似。最再气液共存曲线的终点，两种相会变得不可分辨。一级相变会退

化成一个更加微妙的相变，也就是我们将会在第10章中介绍的二级相变。

共存曲线的终点被称为临界点。

临界点的存在阻碍了我们明确区分通称为气体和通称为液体的可能

性。在通过一级相变穿过气液共存曲线的时候，我们区分了两种态，一

个“明确”为气体而另一个“明确”为液体。但从其中一个开始（比如
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液体，处于共存曲线上方）我们可以沿着任意一条绕过临界点的路径到

达另一个态（“气”态）而不经历相变！从而通称的气体和液体相较于严

格定义的记法更多是直觉上的含义。液体和气体共同组成了流体相。除

此以外我们在气液一级相变中对于“液相”和“气相”应该遵循标准的

用法。

在图9.1中有另一个非常有趣的点：气液共存曲线的另一个终点。这

个点是三条共存曲线的交点，它也是唯一一个气相液相和固相共存的

点。这种三相相容的点被称为“三相点”——这里是水的三相点。被唯

一确定的水的三相点的温度被定义（可以是任意的）为 Kelvin 温标下

的273.16K这一数值（在第2.6节中已经介绍过）。

9.2 熵的不连续——潜热

类似图9.1的相图被共存曲线分为不同的使得某一种相是稳定态的

区域。这些曲线上的每一点两种相都具有完全一样的摩尔 Gibbs 势，因

此两种相可以共存。考虑水处于图9.1a 中“冰”这一区域的某个温度和

压强下。为了增加冰的温度，每使温度升高一 Kelvin 我们都要提供大概

2.1kJ/kg 的热量（冰的比热容）。如果用固定的速度提供热量，温度也会

以几乎固定的速度增加。但当温度到达气液共存线上的" 熔化温度"，温

度就不再增加了。如果继续供热，冰就会熔化形成同样温度的水。熔化

每 kg 的冰需要335 kJ的热量。在系统到达共存曲线后（也就是处于熔点
温度），任意时刻容器中水的多少都决定于进入容器的热量的多少。当最

终供给足够多的热量的时候，冰会完全熔化，继续加热会再次导致温度

的升高——而此时的速率是由水的比热容决定的（≃ 4.2 kJ/(kg · K)）.

一摩尔固体熔化需要的热量就是融化热（或者叫熔化潜热）。它和气

相与固相的摩尔熵的差相联系。

ℓLS = T [s(L) − s(S)] (9.1)

其中 T 是给定压强下熔点的温度。

更一般地，任何一级相变的潜热是

ℓ = T∆s (9.2)

其中 T 是相变发生的温度而 ∆s 是两种相的摩尔熵的差。或者潜热可以

写成两种相摩尔焓的差

ℓ = ∆h (9.3)

这可以直接从恒等式 h = Ts+ µ （以及摩尔 Gibbs 函数 µ 在两种相中
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都相等这一事实）中得出。对于很多情况每一种相的摩尔焓都被做成了

表。

如果相变发生在气相和液相之间，潜热被称为汽化热，而如果发生

在气相和固相之间，则被称为升华热。

在一个大气压下水的气液相变（沸腾）发生在373.15K，而汽化潜热
是 40.7kJ/mole（540cal/g）。

在每一种情况下系统从低温相变为高温相都需要吸收相应的潜热。

高温相的摩尔熵和摩尔焓都比低温相的要高。

需要注意的是诱使相变发生的手段是不相干的——潜热与之无关。

除了在确定的压强下加热冰（“水平地”穿过图9.1a 中的共存曲线），也

可以在确定的温度下加压（“竖直地”穿过共存曲线）。两种情况下从热

库中提取的潜热是相同的。

实用的水气液共存曲线的形式由“饱和蒸汽表”给出——名称中的

“饱和”代表着蒸汽和液相处于平衡。（“过热蒸汽表”只编写了蒸汽相

的性质。）来自于 Sonntag 和 Van Wylen 的表 9.1 给出了这种饱和蒸汽

表的一个例子。每一种相的属性 s, u, v 和 h 都按照惯例列在这些表中；

每一种相变的潜热都是两种相的摩尔焓的差，或者也可以用 T∆s 得到。

在热物理数据手册中对于很多种其他的物质都按照这种方式给出了

类似的数据。

摩尔体积和摩尔熵与摩尔能量一样，在越过共存曲线的时候是不连

续的。对于水的共存曲线来说这特别有趣。通常的经验中冰会在液态水

中漂浮。从而固相（冰）的摩尔体积要比液相的摩尔体积更大——这是

H2O 的一个不平常的特性。更常见的情况是固相更加致密，拥有更下的

摩尔体积。H2O 这个特殊性质的一个平凡的后果就是冰冻水管会胀裂。

而我们在第9.3中会看到作为一个补偿性的后果就是可以滑冰。而全部后

果中最根本的，是水的这个特殊性质是地球上可以存在生命所必需的。如

果并比液态水更加致密，寒冷的冬天湖和海洋的表面冻结后会沉底；表

面新的液体由于没有了冰层的保护，会继续冻结（并且下沉）直到所有

水都被冻成固态（“下面结冻”而不是“上面结冻”）。

9.3 共存曲线的斜率；Clapeyron 方程

图9.1中所示共存曲线并不如直观看起来那么任意；共存曲线的斜率

dP/dT 完全由两个共存相的性质决定。

共存曲线的斜率物理上是很有趣的。考虑一个立方体的冰在一玻璃

杯的水中处于平衡。给定外界的压强，那么这个混合系统的温度就由水

的固液共存曲线决定了；如果温度并不在共存曲线上，那要么有些冰会

熔化，要么有些水会凝固，知道温度再次回到共存曲线上（或者其中一

个相会消失）。在一个大气压下，温度会是273.15K。如果外界气压下降
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图 9.7: 四个共存态

——可能由于高度改变导致（这杯水是由一架飞机上的空乘提供的），或

者由于大气条件的改变（风暴的接近）——于是这杯水的温度会恰当地

调整到共存曲线上一个新的点上。如果压强的改变是 ∆P 那么温度的改

变就是 ∆T = ∆P/(dP/dT )cc，其中分母上的导数是共存曲线的斜率。

我们前面提及的滑冰提供了另一个有趣的例子。冰刀对下面冰的压

力会使得冰越过固液共存曲线（图9.2中竖直向上），在滑过的表面上共

一个液体的润滑层。

滑冰之所可行是由于水的固液共存曲线斜率是负的。冰会存在于湖

的上表面而不是在底部，反应了水的固相的摩尔体积要比液相的大。这

两个并不互相独立的事实的关联，隐含在现在我们要关注的 Clapeyron

方程中。

考虑如图9.7所示的四个态。态 A 和 A′ 在共存曲线上，但是他们对

应着不同的相（分别对应着左手边的区域和右手边的区域。）态 B 和 B′

也类似。压强差 PB − PA（或者等价地，PB′ − PA′）被假设为是无穷小

量（= dP）,而温度差 TB −TA（= dP）也类似。曲线的斜率是 dP/dT。

相平衡要求

µA = µA′ (9.4)

以及

µB = µB′ (9.5)
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因此

µB − µA = µB′ − µA′ (9.6)

不过我们又有

µB − µA = −sdT + vdP (9.7)

和

µB′ − µA′ = −s′dT + v′dP (9.8)

其中 s 和 s′ 是两个相的摩尔熵而 v 和 v′ 是它们的摩尔体积。通过把方

程(9.7)和(9.8)代入方程(9.6) 并重新组合，我们很容易发现

dP

dT
=
s′ − s

v′ − v
(9.9)

dP

dT
=

∆s

∆v
(9.10)

其中 ∆s 和 ∆v 是相变对应的摩尔熵和摩尔体积的变化。根据方程(9.2)，

潜热是

ℓ = T∆s (9.11)

因此

dP

dT
=

ℓ

T∆v
(9.12)

这就是 Clapeyron 方程。

Clapeyron 方程体现了 Le Chatelier 原理。考虑固液相变中潜热为

正（sl > ss）并且摩尔体积变化为正（vl > vs）的情况。相曲线的斜率

是正的。于是固定温度下增加压强就会推动系统到一个更加致密（固体）

的相（缓解压强增加），而温度的增加会推动系统到一个熵更大（液体）

的相。相反地，如果 sl > ss 但是 vl < vs，共存曲线的斜率就是负的，因

此增加压强（固定温度 T 下）就会推动系统变到液相——依然是一个更

加致密的相。

在应用 Clapeyron 方程的实践问题中，相对气相忽略液相的摩尔体

积（vg − vl ≃ vg），并且用理想气体方程（vg ≃ RT/P）来近似气体的

摩尔体积是可以的。这个“Clapeyron-Clausius 近似”可以适用于这一
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节后面的问题。

■ 例 9.1 一个截面为矩形的刚体金属棒平放在一块冰上，两端都伸出一

点。棒的宽度是 2mm，和冰接触的长度是 25cm。两个质量均为M 的物

体分别挂在棒的两端。整个系统处于大气压强下，并且温度保持在 T =

−2◦C。那么如果想要让金属棒通过熔化后再重新结冰的方式通过冰块，

所需要的 M 的最小值是多少？给出的数据有水的凝固潜热是 80cal/g，

水的密度是 1g/cm3，以及冰块浮在水面上的时候 ≃ 4/5 的体积淹没在

水面下。

解答

Clapeyron 方程允许我们找出在 T = −2◦C 的时候发生固液相变的

压强。不过我们必须首先用“冰立方数据”来得到固相和液相的摩尔体积

差 ∆v。数据给出冰的密度是 0.8g/cm3。更进一步有 νliq ≃ 18cm3/mole，

以及 νsolid ≃ 22.5× 10−6m3/mole。从而

dP

dT

)
cc

=
ℓ

T∆v
=

80× 4.2× 18J/mole

271× (−4.5× 10−6Km3/mole
= −5× 106Pa/K

所以需要的压强差就是

P ≃ −5× 106 × (−2) ≃ 107Pa

这个压强是由 2Mg 的重量作用在面积 A = 5× 10−5m2 上得到的，

M =
1

2
∆P

A

8

=
1

2
(107Pa)(5 × 10−5 m)/

(
9.8

m

s2

)
= 2.6Kg

■

9.4 不稳定的等温线和一级相变

我们讨论对一级相变的起因的讨论之前理所应当地关注了 Gibbs 势

的多个极小值。不过尽管 Gibbs 势可能是此处的基本对象，一个等温线

的形状是一个更常用的对热力学系统的描述方式。对于许多种气体，等

温线的形状是被 van der Waals 状态方程（回溯第3.5节）描述得很好的

（至少半定量的）

P =
RT

(v − b)
− a

v2
(9.13)

这种 van der Waals 等温线的形状如图9.8中的 P − v 图所示。

正如在第3.5中指出的，van der Waals 状态方程可以被看成通过曲

线拟合，基于可信的启发式推理的推断，或者通过基于简单的分子模型
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图 9.8: van der Waals 等温线（大致）。T1 < T2 < T3 . . .

的统计力学计算而得到的“潜在的状态方程”。也存在其它的经验或者半

经验的状态方程，而且他们的等温线也和图9.8所示类似。

我们现在来探索一般形式的等温线显示和定义一个相变的方式。

需要立刻注意的是图9.8中的等温线并不满足固有的处处稳定的条

件，这些条件之一（方程(8.21)）是 κT > 0，或者说(
∂P

∂V

)
T

< 0 (9.14)

这个条件在一个典型的等温线的 FKM 部分是被破坏的（为了更加清

晰，单独放在图9.9中展示）。由于稳定条件被破坏，等温线的这部分一

定是非物理的，因此会在接下来探究的一种方式中被相变代替。

摩尔 Gibbs 势完全由等温线的形状所决定。从 Gibbs-Duhem 关系

我们回想起

dµ = −sdT + vdP (9.15)

由此在固定温度下积分

µ =

∫
vdP + ϕ(T ) (9.16)
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图 9.9: 一条典型的 van der Waals 等温线。

其中 ϕ(T ) 是温度的待定函数，作为“积分常数”出现。在固定温度下

的被积函数 v(P ) 由图9.9给出，这里用了最方便的将 P 作为横坐标 v

作为纵坐标的表示方式。通过任意设定点 A 处的化学势，我们可以从方

程9.16计算同一条等温线上其它任意一点，比如 B 处的 µ 的值

µA − µB =

∫ B

A
v(P )dP (9.17)

用这种方式我们可以得到图9.10。这个表示出了 µ 关于 P 的图，可以被

当成图9.11所示 µ 关于 P 和 T 的关系的三维图的平面截面。图中画出

的 µ 曲面的四个不同的固定温度的截面对应着四个等温曲线。还需要注

意的是由于 v(P ) 在 P 处会取三个值（见图9.8）而引起的 µ 关于 P 的

曲线中的闭合回路，会和图9.8所示一样在高温的时候消失。

最后我们要注意的是由于化学势 µ 是每一摩尔的 Gibbs 函数，所

以关系 µ = µ(T, P ) 构成了一个对于一摩尔物质的基本关系。于是从

图9.11可以看出我们已经几乎成功地从单独一个给定的状态方程出发构

造出了基本方程，但是需要回想的是尽管 µ-曲面上的每一个轨迹（在

图9.9中的不同的固定温度的平面上）都有恰当的形式，但是每个都包含

的额外“常数”ϕ(T ) 在从一个温度平面变到另一个的时候会消失。因此

尽管我们肯定可以构造一个关于它的基本图谱性质的非常好的图像，但

我们并不知道 µ(T, P ) 曲面的完整形式。

根据这个由 van der Waals 方程暗示的基本关系的定性图像，我们

回到了稳定性的问题。

考虑一个处于图9.9中的状态 A 的跟热库和蓄压器接触的系统。假

设蓄压器的压强在保持温度固定的时候准静态地增加。系统沿着图9.9中

的等温线从点 A 到点 B 的方向行进。对于小于 PB 的压强我们看到系

统的体积（在给定的压强和温度下）是单值唯一的。在压强增加到 PB

以上的时候，三个具有相同 P 和 T 的态都可能是系统所处的态，比如

被记为 C,L 和 N 的态。这三个态中的 L 是不稳定的，但是在 C 和
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图 9.10: 摩尔 Gibbs 势对压强的等温依赖。

NGibbs 势都是（局域的）极小值。这两个 Gibbs 势（或 µ）的局域极

小值在图9.10中用 C 和 N 标出。系统实际选择了态 C 还是态 N 决定

于这两个 Gibbs 势的局域极小值哪一个更低也就是最小。图9.10清楚显

示了态 C 是这个压强和温度下真正的物理态。

如果压强继续缓慢增加，就会到达唯一的点 D。在这个点 µ 曲面会

如图9.10所示自相交，于是 µ 或者 G 的最小值会出现在曲线的另一个

分支上。因此在比 PD 更高的压强 PE = PQ 下，物理态是 Q。在 PD

以下图9.9中等温线的右侧分支是有物理意义的分支，而在 PD 以上左

侧分支是有物理意义的分支。从而从图9.9中假设的等温线就可以约化出

图9.12所示的物理的等温线。

图9.9中的等温线属于“潜在的基本关系”；而图9.12中的等温线是稳

定的“热力学基本关系”。

点 D 和 O 是有条件 µD = µO 所决定的，或者从方程(9.17)得到

∫ O

D
v(P )dP = 0 (9.18)

其中这个积分是沿着假设的等温线做的。针对 tu9.9我们看到这个条件

可以通过把积分分成几部分给出一个直观的图像表示∫ F

D
vdP +

∫ K

F
vdP

∫ M

K
vdP

∫ O

M
vdP = 0 (9.19)
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图 9.11: .

图 9.12: 物理的 van der Waals 等温线。“潜在的”等温线是 SOMKFDA，但通过等面积法则
将其转换为物理的 SOKDA。
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图 9.13: 摩尔熵的不连续性。相邻等温线之间的面积依赖于摩尔熵的不连续性，也即潜热。

然后按照下面的方式重新排列∫ F

D
vdP −

∫ F

K
vdP =

∫ K

M
vdP −

∫ O

M
vdP (9.20)

现在积分 intFDvdP 是图9.12中弧线 DF 下的面积而积分 intFKvdP 是

图9.12中弧线 KF 下的面积。而这两个积分的差是闭合区域 DFKD 的

面积，也就是图9.12中标记的区域 I 的面积。类似的，方程(9.20)右手边

表示了图9.12中 II 的面积，从而唯一的点 O 和 D 由下面的图形条件所

决定

area I = area II (9.21)

一条名义上（非单调）的等温线只有在被这个等面积构造截断以后才能

表示一个物理的等温线。

相变中不仅摩尔体积会有非零的变化，摩尔能量和摩尔熵也会有相

应的非零的变化。熵的改变可以通过沿着假设的等温线 OMKFD 积分

这个量

ds =

(
∂s

∂v

)
T

dv (9.22)

而算出。或者根据一个热力学识记图，我们可以写出

∆s = sD − sO =

∫
OMKFD

(
∂P

∂T

)
v

dv (9.23)

这个熵的差别的几何表述是图9.13所示相邻等温线的面积差。
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图 9.14: P − v 平面上的两相区分。

由于系统是在固定的压强和温度下从纯粹的相 O 变到相 D 的，因

此它会吸收每摩尔等于 lDO = T∆s 的热量。每摩尔的体积变化是 ∆v =

vD − vO，而这对应着等于 P∆v 的做功。因此完整的摩尔能量的变化是

∆u = uD − uO = T∆s− P∆v (9.24)

每一条等温线，比如图9.12中的那一条，现在都被分成了三个区域。

区域 SO 处于液相。区域 DA 处于气相。平直的区域 OKD 对应于两种

相的混合。因此整个 P − v 平面可以如图9.14所示根据相来分类。气相

共存混合区由反向的连接着每条等温线的平直区域的末端的类似抛物线

的曲线所限制。

在这个两相区域中给定的任意一点都代表着处于通过这一点的等温

线的平坦区域末端的两种态的混合。系统中存在的两种相的比例由“杠

杆原理”所决定。我们假设等温线平直区域两个末端的摩尔体积是 vℓ 和

vg （需要明确这里认为两种相是液相和气相不是必需的）。令混合态的

摩尔体积是 v = V /N。从而如果 xℓ 和 xg 是两种相的摩尔比例

V = Nv = Nxℓvℓ +Nxgvg (9.25)
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从中很容易发现

xℓ =
vg − v

vg − vℓ
(9.26)

以及

xg =
v − vℓ
vg − vℓ

(9.27)

也就是说，等温线的平直区域上的一个中间点所要求的每一种相的摩尔

比例等于点到平直区域的相对的末端的距离的比例。因此图9.14中的点

Z 代表了一个液相的摩尔比例等于 ZD 的“长度”除以 OD 的“长度”

的气液混合系统。这就是非常简便和图像化的杠杆原理。

两相区域的顶点，或者图9.14中 Q′′ 和 D′′ 重合的点，对应着临界点

——图9.1a 中气液共存曲线终止的点。温度高于临界温度的等温线是单

调的（图9.14）而摩尔 Gibbs 势也不会再自相交 (图9.10).

就像 P − v 图存在一个对应着摩尔体积不连续的两相区域，T − s

图也存在一个摩尔熵不连续的两相区域。

■ 例 9.2 对一个用 van der Waals 状态方程描述的系统，找出相应的临

界温度 Tcr 和临界压强 Pcr。用约化的变量 T̃ ≡ T/Tcr, P̃ ≡ P/Pcr 和

ṽ ≡ v/vcr 写出 van der Waals 方程。

解

临界态对应着等温线的水平拐点，也就是(
∂P

∂v

)
Tcr

=

(
∂2P

∂v2

)
Tcr

= 0

（为什么呢？）联立求解这两个方程得到

vcr = 3b Pcr =
a

27b2
RTcr =

8a

27b

从而我们可以用约化变量写出 van der Waals 方程

P̃ =
8T̃

3ṽ − 1
− 3

ṽ2

■

■例 9.3 对一个用 van der Waals 状态方程描述的系统计算在 P − T 平

面上的两相区域的边界的泛函形式。

解

我们使用前一个例子中定义的约化变量。考虑在一个固定的温度，并

在对应的等温线上应用 Gibbs 等面积构造。令对应着约化温度为 T̃ 的
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两相区域的极值是 ṽg 和 ṽℓ。对应着方程(9.20)和(9.21)的等面积构造是∫ vg

vℓ

P̃ dṽ = P̃ℓ(ṽg − ṽℓ)

其中 P̃ℓ = P̃g 是相变发生的时候（在给定的约化温度 T̃ 下）的约化压

强。读者需要画出等温线，明确前面的方程每一边的意义，并且使这个

陈述的形式与方程(9.20)和(9.21)相符合；读者还应该证明方程中使用约

化变量的合法性。对于积分的直接计算给出

ln(3ṽg − 1) +
9

4T̃

1

ṽg
− 1

3ṽg − 1
= ln(3ṽℓ − 1) +

9

4T̃

1

ṽℓ
− 1

3ṽℓ − 1

联立这个方程和对于 ṽg(P̃ , P̃ ) 以及 ṽℓ(P̃ , P̃ ) 的 van der Waals 方程可

以给出每个 T̃ 的下的 ṽg,ṽℓ 和 P̃。 ■

习题

9.4-1

9.4-2

9.4-3

9.4-4

9.4-5

9.4-6

9.4-7

9.4-8

9.4-9

9.4-10

9.4-11

9.5 一级相变的普遍属性

我们对一级相变的讨论是基于能用 van der Walls 等温线描述的一

般形状的等温线。这个问题可以从更一般的基于热力学势的凹凸性的观

点来看。

考虑一个一般的热力学势 U [Ps, . . . , Pl]，这是一个关于 S,X1, X2, . . . , Xs−1, Ps, . . . �Pl

的函数。稳定性的标准是 U [Ps, . . . , Pl] 必须是一个关于它的广延量的凸

函数并且是一个关于它的强度量的凹函数。集合上，函数必须在子空间

X1, . . . , Xs−1 的切平面的上方并且在子空间 Ps, . . . �Pl 的下方。

考虑函数 U [Ps, . . . , Pl] 作为 Xj 的函数，并且假设它具有如图9.16a

的形式。图中还画出了切线 DO。需要注意的是函数处于这条切线的上

方。它同时也处于 D 点左侧或者 O 点右侧的点的所有切线的上方。函

数并不会处于 D 和 O 之间的点的切线的上方。势的局域的曲率对于除
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图 9.15: .

图 9.16: 对一个一般势的稳定性重构。

1 译注：这里原文是 9.15，应该
是笔误了。

了 F 和 M 之间的点以外的所有点都是正的。不过从 D 到 O 的相之间

会有一个相变发生。局域的曲率在 F 失效前，整体的曲率会在 D 失效

（变成负的）。

“修正的”热力学势 U [Ps, . . . , Pl]由图9.16a1中的 AD 部分，两相的

直线部分 DO 和原来的 OR 部分构成。

直线部分上的一个中间点，比如 Z，对应着一个 D 和 O 的混合相。

D 相的摩尔比例随着 Z 点从 D 点移动到 O 点，会线性地从一变到零，

也就是说它满足

X =
(XO

j −XZ
j )

(XO
j −XD

j )

这又回到了“杠杆原理”。

处于混合态（例如在 Z 的态）的热力学势 U [Ps, . . . , Pl]的值显然要

比处于纯态（在对应着 XZ
j 的初始曲线上）要小。因此由构造出的直线
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给出的混合态确实使得 U [Ps, . . . , Pl] 最小并且确实对应着系统的物理的

平衡态。

U [Ps, . . . , Pl] 对于强度量 Ps 的依赖可适用现在已经熟悉的类似的

讨论。Gibbs 势 U [T, P ] = Nµ(T, P ) 是前面一节研究过的特殊例子。除

了 MF 部分（图9.16b）以外局域的曲率都是负的。但是 MD 部分处在

画出的 ADF 部分的 D 处切线的上面而不是下面。只有曲线 ADOR 处

处位于切线的下方，因此满足全局稳定性的条件。

因此前一节的特殊结论是适用于所有热力学势的一般性结论。

9.6 多组分系统一级相变——Gibbs 相律

如果一个系统像水一样（参见图9.1）有多于两种相，相图会变得很

复杂。在多组分系统中两相图被多维空间代替，并且可能的复杂度会迅

速增大。幸运的是尽管如此，允许的复杂度被"Gibbs 相律" 严格限制了。

这个对于相的边界形式的稳定性限制同时适用于单组分系统和多组分系

统，不过直接在一般情况下研究它会更方便。

在第8章中发展的稳定条件，同时适用于多组分系统和单组分系统。

这需要我们只是把不同组分的摩尔数当成完全类似体积 V 和熵 S 的广

延量来考虑。特别的，对于单组份系统，基本关系的形式是

U = U(S, V,N) (9.28)

或者用摩尔形式

u = u(s, v) (9.29)

对于一个多组分系统基本关系是

U = U(S, V,N1, N2, . . . , Nr) (9.30)

而摩尔形式是

u = u(s, v, x1, x2, . . . , xr−1) (9.31)

摩尔比例 xj = Nj/N 的总和是 1，因此只有 r − 1 个 Xj 是独立的，

从而方程(9.31)中只出现了 r − 1 个摩尔比例作为独立参数。这些都是

（或者说都应该是）熟悉的，但是这里重复一遍是为了强调这个形式关于

变量 s, v, x1, x2, . . . , xr−1 是完全对称的，并且稳定条件可以被相应地表

述。在平衡态的时候，能量、焓、Helmholtz 和 Gibbs 势是关于摩尔比

例 x1, x2, . . . , xr−1) 的凸函数（参考问题 9.6-1 和 9.6-2）(译注：不知道

这里需不需要使用 ref，以及用的话格式怎么写？)
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如果一个多组分系统不满足稳定条件，相变也会发生。摩尔比例类

似摩尔熵和摩尔体积，在每个相的时候都不同。因此在总组成中的相一

般是不同的。盐（氯化钠 NaCl）和水的混合物在达到沸腾温度的时候

会经历相变，此时气态相几乎是纯水，而共存的液相包含两种成分。这

种情况下两种不同相之间成分的差异是蒸馏提纯的基础。

考虑到相变确实会发生这一事实，不论在单组分或者多组分系统中，

我们都要面对这类多相系统在热力学理论的框架中要如何处理这一难

题。答案实际上很简单，我们只需要考虑把每一种相当成一个简单系统，

而给定的系统当做一个复合系统。这样简单系统或者相之间的“墙”也

就成了完全无约束的，从而也就可以用适用于无约束墙的方法来分析。

例如考虑一个保持在温度 T 压强 P 并且包含两种组分的混合物的

容器。可以观察到系统会包含两种相：一个液相和一个固相。我们希望

找出每一种相的构成。

第一种组分液相的化学势是 µ
(L)
1 (T, P, x

(L)
1 )，而固相则是 µ

(S)
1 (T, P, x

(S)
1 );

需要注意的是对于每一种相 µ1 的函数形式是不同的。对应第一种组分

从一个相变到另一个相的平衡条件是

µ
(L)
1 (T, P, x

(L)
1 ) = µ

(S)
1 (T, P, x

(S)
1 ) (9.32)

类似的，第二种组分的化学势是 µ
(L)
2 (T, P, x

(L)
1 ) 和 µ

(S)
2 (T, P, x

(S)
1 )；

我们可以用 x1 而不是 x2 来表示这些是因为 x1 + x2 对于每一个相都是

一。从而令 µ
(L
2 和 µ

(S)
2 相等给出了第二个方程，并且与方程(9.32)一起

决定了 x
(L)
1 和 x

(S)
1 。

让我们假设在前述系统中观察到了三个共存相。将这些用 I,II, 和

III 来标记，我们得到对第一种组分

µI1(T, P, x
I
1) = µII1 (T, P, xII1 ) = µIII1 (T, P, xIII1 ) (9.33)

并且对于第二种组分也有一对类似的方程。从而我们有四个方程并且只

有三个组分变量：xI1，x
II
1 ，和 xIII1 。这意味着我们不能先验地同时自由

选择 T 和 P , 但如果给定了 T，那么四个方程就决定了 P，xI1，x
II
1 ，和

xIII1 。尽管可以任意选择一个温度和一个压强然后得到一个两种相的态，

但是在一个特定压强下三相态只有在特定的温度下才能存在。

在同一个系统中，我们可以探究四相共存态是否存在。类似方程(9.33)，

对于第一个组分我们有三个方程，对第二个也有三个。从而我们得到了

包含 T，P，xI1，x
II
1 ，x

III
1 ，和 xIV1 的六个方程。这表示我们只有在唯

一确定的温度和压强下才有四相共存，每一个都不能由实验者预选，而

只能由系统的性质唯一确定。

两组分系统中不可能五相共存，因为八个方程对于七个变量 (T, P, xI1, . . . , x
V
1 )
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来说是超定的，并且一般是不可能有解的。

对于多组分多相系统，我们可以很容易地重复前述对变量的计数。对

于一个有 r种组分的系统，第一个相的化学势是变量 T, P, xI1, x
I
2, . . . , x

I
r−1

的函数。第二个相的化学势是 T, P, xII1 , x
II
2 , . . . , x

II
r−1 的函数。如果有M

个相，独立变量的完整集合包含了 T，P，和 M(r− 1) 个摩尔比例；也

就是总共 2 +M(r − 1) 个变量。对于每一个组分都有 M − 1 个化学势

相等的方程，或者说总共 r(M − 1)个方程。从而可以任意给定的变量的

数 f 就是 [2 +M(r − 1)]− r(M − 1)，或者

f = r −M + 2 (9.34)

在一个 r 种组分 M 个相的系统的变量集 (T, P, xI1, x
I
2, . . . , x

M
r−1) 中有

r −M + 2 个可以任意给出这个事实就是 Gibbs 相律

f 这个量也可以被诠释为前面在3.2节中介绍并被定义成可当成独立

变量的强度量的数目的热力学自由度的数目。为了证明这一诠释，我们

现在用一种直接的方法来数热力学自由度，并显示出这与方程(9.34)相

符。

一个单组分单相系统有两个自由度，Gibbs-Duhem 关系可以从三个

变量 T, P, µ中消去一个。一个单组分两相系统有三个强度量（T，P，和

µ，每一个对于不同的相都是相同的）以及两个 Gibbs-Duhem 关系。从

而就只有一个自由度。在图9.1中每组相都在相应的一维的区域（曲线）

上共存。

如果对于一个单组分系统有三种共存相，三个 Gibbs-Duhem 关系

就完全觉得了三个强度量 T，P，和 µ。三相只能在一个唯一的零维区

域，或者说一个点共存；也就是图9.1中的几个“三相点”。

对于多组分多相系统自由度可以用类似的方式简单地计算。如果系

统有 r个组分，就存在 r+2个强度量：T, P, µ1, µ2, . . . , µr。每一个参数对

于不同的相都是相同的。但是对于 M 个相中的每一个都有一个 Gibbs-

Duhem 关系。这 M 个关系就把独立变量的数目减少到 (r+2)−M。从

而自由度的数目 f 就是 r −M + 2，跟方程(9.34)给出的一样。

从而Gibbs相律可以陈述如下。在一个有 r种组分和M 种共存相的

系统中，可以从集合 (T, P, xI1, x
I
2, . . . , x

M
r−1)或者集合 T, P, µ1, µ2, . . . , µr

中任意选定 r −M + 2 个变量。

现在证实 Gibbs 相律对于单组分和两组分系统给出的结果和我们前

几段发现的结果相同就是一个非常简单的事情了。对于单组分系统 r =

1，从而如果M = 3就有 f = 0。这和我们前面关于单组分系统三相点唯

一的总结是相符的。类似的，对于两组分系统我们可以看到四相共存是唯

一的一点（f = 0, r = 2,M = 4），而三相系统温度可以任选（f = 1, r =

2,M = 3），两相系统则是 T 和 P 都可以任选（f = 2, r = 2,M = 2）。
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图 9.17: 一个典型的气液二元系统的三维相图。二维截面为等压面，有 P1 < P2 < P3 < P4。

2 译注，这里的气体不知道是否

应该保留为 gas，因为我们不修
图，所以图上会是英文

9.7 两组分系统的相图

Gibbs 相律（方程(9.34)）为对相图假定的可能形式的研究提供了基

础。这些相图，特别是关于二元（两种组分）和三元（三种组分）系统

的，在冶金学和物理化学中有着特别重要的意义，而且在关于它们的分

类上已经做了很多工作。为了阐明相律的应用，我们将会讨论二元系统

的两种典型相图。

对于单组分系统每摩尔的 Gibbs 函数如同图9.11 中的三维表示，是

关于温度和压强的函数。两维的 T − P 平面上的“相图”（比如图9.1）

是（µ 曲面和自己的）相交曲线在 T − P 平面上的投影。

对于二元系统摩尔 Gibbs 函数 G/(N1 + N2) 是关于三个变量 T, P

和 x1 的函数。跟图9.11类似的也就成了四维的，从而跟 T − P 相图类

似的是三维的。它是通过将相交的“超曲面”投影到 P, T, x1“超平面”

上得到的。

对于一个简单但是常见类型的二元气液系统的三维相图如图9.17所

示。显然由于为了画图方便的原因，三维空间通过一组二维的常压截面

来表示。在一个固定的摩尔比例 x1 和固定压强的时候气相在高温时稳

定而液相在低温时稳定。在某个温度，比如图9.17中标为 C 的时候，系

统分成了两种相——在 A 的液相和在 B 的气相。图9.17中点 C 处的构

成类似于图9.14中的点 Z 类似杠杆定律的形式显然也是适用的。

图9.17中标记为“气体”的部分是一个三维区域，2而 T, P 和 x1 在
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图 9.18: 常压下二元系统的典型相图。

这个区域可以独立变化。这对于标记为“液体”的区域也是成立的。两

种情况都有 r = 2,M = 1 以及 f = 3。

图9.17中点 C 表示的态是一个真正的两相态，由 A 和 B 复合而成。

从而只有 A 和 B 是物理的点，而点 C 占据的阴影区域是图中一种非物

理的“洞”。两相区域是图9.17中包含着阴影体积的曲面。这个曲面是二

维的（r = 2,M = 2, f = 2）。特定的 T 和 P 唯一决定了 xA1 和 xB1。

如果一个摩尔比例 xA1 的二元液体在大气压下加热，它会沿着图9.17中

对应的图中的垂直线移动。当它达到点 A 的时候，会开始沸腾。逸出的

蒸气会拥有对应着点 B 的构成。

对于一个固液二组分系统，一个常见类型的相图在同9.18中展示出

来，其中只画了一个常数压强的截面。这里存在着具有不同晶体结构的

两个分开的固相：一个被标为 α 另一个被标为 β。曲线 BDHA 被称为

液相曲线，而曲线 BEL 和 ACJ 被称为固相曲线。点 G 对应一个两相

系统，一部分处于 H 的液体和一部分处于 F 的固体。点 K 对应着处于

J 的 α 固体和处于 L 的 β 固体。

如果具有组成 xH 的液体被冷却，首先沉淀的固体具有组成 xF。如

果想得到和液体具有相同构成的固体，需要从具有组成 xD 的液体开始。

具有这种组成的液体被称为共熔溶液。一个共熔溶液会急剧且均匀地凝

固，在冶金学实践中制造好的合金铸件。

固相和液相曲线是完整的 T −x1−P 空间中二维曲面的轨迹。共熔

点 D 是是整个 T − x1 − P 空间曲线的轨迹。共熔合金是一个三相区域，
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图 9.19: 与其蒸汽相平衡的二元系统的相图。

其中在 D 的液相，在 E 的 β 固相，和在 C 的 α 固相共存。三相系统

可以存在在一个一维曲线上这一事实符合相律（r = 2,M = 3, f = 1）。

假设我们从一个液相比如 N 出发。保持 T 和 x1 不变并减小压强，

这样我们就会沿着在 T − x1 − P 空间中垂直于图9.18所在平面的直线

移动。最终我们会到达一个代表气液相变的两相曲面。这个相变会在给

定温度和组成下载一个特定的压强发生。类似的，对应点 Q 的温度和组

成存在另一个特定的压强使得 β 固相和它的蒸气保持平衡。对于每一个

点 T, x1，我们都可以用这种方式得到一个特定的压强 P。于是可以画出

如图9.19的相图。这个相同与图9.18不同点在于每一点的亚青是不同的，

并且每一点都代表一个至少有两相的系统（其中一个相是蒸气）。曲线

B′D′ 现在是一个一维曲线（M = 3, f = 1），而共熔点 D′ 是一个唯一

的点（M = 4, f = 0）。点 B′ 是纯粹第一种组分的三相点，而点 A′ 是

纯粹第二种组分的三相点。

尽管图9.18和9.19外观上看起来非常类似，它们的意义却显然是非

常不同的，同时如果不能仔细区分这两种相图的话也会很容易导致困惑。

具体形式的相图可以在细节上有无数种差异，但是各种多相区域相交的

维数是完全由相律决定的。
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10.1 临界点附近的热力学

前面几章讲述了热力学的整体结构，它在本世纪中叶就被证明是逻

辑完整的，但其在一个看起来次要的细节之处失败了。这个“细节”是

系统在临界点附近的性质。经典热力学正确预言了各种“广义磁化率”

(generalized susceptibilities)（例如热容、压缩率、磁化率）在临界点处

有发散，并且预言了发散的解析行为。广义磁化率确实有发散，但是其

解析行为不符合热力学预言。发散行为所具有的规律性表明存在着经典

热力学中未包含的独立原理。

对临界点附近巨大涨落的实验观测可以追溯到 1869 年，T. An-

drews1记录到流体的“临界乳光”(critical opalescence) 现象。水在临界

点附近 (T = 647.29K, P = 22.09MPa) 密度有巨大涨落，由此造成的光

散射让水变成“乳白色”并且不透明。把该状态的水加热或冷却零点几

K 就能让它回到普通的透明状态。

类似的，磁系统的磁导率在临界点附近发散，磁矩的涨落也是一样。

另外还有不少系统中存在着这种临界或者“二级”相变，其中一部

分以及其“序参量”（像磁矩一样存在无穷大涨落的热力学量）列在了

表10.1中。

为明确起见，我们先将注意力集中至流体的气液相变上。考虑共存

曲线上一点 P, T：如图10.1所示，Gibbs 势曲线上两个局域极小值相互

竞争。如果所考虑的点从某一端远离共存曲线，那么两个极小值中的一

个将会变得更低。对应于两个极小值的两个物理态之间摩尔体积、摩尔

熵等等差异非常大。它们自然对应着一级相变中相互竞争着的两个相。

1T. Andrews, Phil. Trans. Royal Soc. 159, 575 (1869)
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表 10.1: 临界点以及其序参量的例子 ∗

临界点 序参量 例子 Tcr/K
气液 摩尔体积 H2O 647.05
铁磁 磁矩 Fe 1044.0
反铁磁 子晶格磁矩 FeF2 78.26
4He 中的 λ 线 4He 的量子振幅 4He 1.8-2.1
超导 电子对振幅 Pb 7.19
二元混合流体 Fractional segragation of components CCl4−C7F14 301.78
二元合金 单个子晶格上某类原子的占比 Cu−Zn 739
铁电 电偶极矩 硫酸三甘钛 322.5

∗ 摘自 Shang-Keng Ma, Modern Theory of Critical Phenomena
(Addison-Wesley Advanced Book Program, CA, 1976)。经许可使用。

图 10.1: 共存曲线附近 Gibbs 势曲线上两个局域极小值相互竞争。
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图 10.2: 随着临界点的靠近，Gibbs 势的两个极小值合并。

1 迷之凸起

假定共存曲线上的点 P, T 相当接近临界点。随着它逐渐接近临界的

T 和 P，Gibbs 势的两个极小值合并了（图10.2）。

对于所有在临界点以外的点（在扩展或外推的共存曲线上），只存

在一个寻常的极小值（图10.3）。随着临界点的靠近（向着物理的共存曲

线靠近），单个的极小值发展出了一个平坦的底部，随后会长出一个“凸

起”1将这个展宽后的极小值分割成两个。在临界点处单个极小值点“分

叉”了。

在临界区域 Gibbs 势极小值的平坦化意味着经涨落远离临界态时的

“回复力”不见了（至少在第一阶）——从而导致了涨落发散。

关于相变的这个经典图像由 Lev Landau 首次提出2，并由 Laszlo

Tisza 发展3为描述临界现象的标准理论。这套理论的中心思想是将相应

的基本热力学势（一般称为“自由能泛函”）展开成 T −Tc（温度与其在

共存曲线上值 Tc(P ) 的差）的幂级数。定性的来说，通过确定几个系数

之间的相对符号，就能计算磁化率等在 Tc 接近临界温度 Tcr 时的解析

行为。对于一个简单力学系统类似的分析在本节最后的例子中给出，明

确的热力学分析在10.4节中给出。在这个时候应该能看出 Landau 理论

是简单直接的，并且源自宏观热力学的基本假设：它只依赖于这些基本

假设再加上自由能泛函解析的合理假定。但是，由于对这些带有巨大涨

落的不稳定系统的温度控制以及精确测量的困难性，欲将其与实验观测

2cf. L. D. Landau and E. M. Lifshitz, Statistical Physics, MIT Press, Cambridge.
Massachusetts and London, 1966.

3cf. L. Tisza, Generalized Themodynamics, MIT Press, Cambridge. Massachusetts
and London, 1996 (主要注意第 3 篇和第 4 篇文章。)
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图 10.3: 一阶相变发展的经典图像。间断线是共存曲线（非物理的）外推。

相比对是一段相当混乱不堪的历史。

在 1944 年，Lars Onsager4给出了一个非平凡模型（二维 Ising 模

型）的首个严格统计力学解，其发散性质和所预期的非常不同。科学界

一开始很不情愿接受这个令人不安的结果，部分是因为这个模型是二维

的（而非三维），此外高度理想化，远离实际体系。在 1945 年 E. A.

Guggenheim5对流体系统中共存曲线形状的观察也对经典预言提出了质

疑，虽然直到 20 世纪 60 年代早期才出现了足够精确的测量结果6，确

认了经典 Landau 理论的失败。并开始了从 60 年代到 70 年代数十年痛

苦的重构7。

对临界涨落中蕴藏的物理的深入发掘由一系列理论家们完成，包括

Leo Kadanoff, Micheal Fischer, G. S. Rushbrooke, C. Domb, B. Widon

等等89。一位对统计力学感兴趣的高能理论家 Kenneth Wilson 完成了

4L. Onsager, Phys. Rev. 65, 117 (1944)
5E. A. Guggenheimm J. Chem. Phys. 13, 253 (1945)
6cf. P. Heller and G. B. Benedek, Phys. Rev. Lett. 8, 428 (1962).
7cf. H. E. Stanley, Introduction to Phase Transitions and Critical Phenomena.

Oxford Univ. Press, New York and Oxford, 1971.
8cf. H. E. Stanley, ibid
9P. Pfeuty and G. Toulouse, Introduction to the Renormalization Group and Crit-

ical Phenomena, John Wiley and Sons, NY 1977.
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一套有力的解析理论（重整化理论），作为处理困扰着量子场论中类似问

题方法的简单类比。

经典 Landau 理论失效的源由可以相对简单的说清楚，虽然其涉及

到的统计力学内容现在还没有讲到。尽管如此，我们仍将能在10.5节中

预期到一些结果从而能在图像上理解困难的根源。正确的重整化理论不

幸地超出了本书的范围，我们将简单的介绍一下 Wilson 理论的在热力

学上的一般性推论。但首先我们得搞清楚如何描述这些发散量的解析性

质，并回顾经典预期以及（非常不同的）实验观测。下面这个力学类比

可以作为一个简单明了的引子。

■ 例 10.1 9.1节中的力学类比对热力学势的极小值在临界点处平坦化以

及在 Tcr 以下分叉成两个相互竞争的极小值给出了一个启发性的图像。

我们重新考虑考虑这根弯成半圆两端封闭的管子，倒 U 型立在桌子上，

中间有一个活塞。每侧都有一摩尔单原子理想气体。9.1节中引入用以破

坏对称性的金属球（从而诱发一级相变而不是二级相变）这里不出现。

令 θ为活塞相对竖直方向的角度，̃R为管子弯曲部分的半径，Mg 为

活塞的重量（略去气体的重力效应），那么活塞的重力势能为 (MgR̃) cos θ，
Helmholtz 势为

F = U − TS = (MgR̃) cos θ + FL + FR.

其中左右两截管子里气体的 Helmholtz势 FL 和 FR 为（参见习题 5.3-1）

FL,R = F ′(T )−RT ln
(
VL,R
V0

)
,

其中 F ′(T ) 仅仅是 T 的函数。体积由活塞的位置 θ 决定

VL =

(
1− 2θ

π

)
V0, VR =

(
1 +

2θ

π

)
V0,

其中 V0 为管子的总体积。那么对于小的 θ 值，有

F (θ, T ) =MgR̃

[
1− θ2

2
+
θ4

24
+ . . .

]
+ 2F ′(T ) +RT

[(
2θ

π

)2

+
1

2

(
2θ

π

)4

+ . . .

]

=[MgR̃+ 2F ′(T )] +

(
4

π2
RT − 1

2
MgR̃

)
θ2

+ (
1

24
MgR̃+

8

π2
RT )θ4 + . . .
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θ4 前的系数总是正的，但 θ2 前的系数会在温度 Tcr 下变号

Tcr =
π2

8R
(MgR̃).

T > Tcr 时，只有一个极小值，活塞位于管子的最高点，两管气体体

积相等。

T < Tcr 时，θ = 0 成为了 Helmholtz 势的极大值点，存在两个对称

的极小值点

θ = ±
√
6π

Tcr − T

24T + π2Tcr
.

而在 T = Tcr 时，Helmholtz 势拥有一个非常平坦的极小值：依四

阶项上升。从而自发涨落只会感受到一个非常弱的回复力。活塞位置的

“Brownian 运动”（涨落）就会相应的较大。此外，即便是一个相当小的

力作用在活塞上都会导致一个非常大的位移：“广义磁化率”发散了。

我们现在看到了如何在这个模型下在临界温度处生成分叉的Helmholtz

泛函，它也能用来说明如何讨论低温下的一级相变。为此我们需要引入

新的参数，来调节 F 的一个极小值相对另一个的大小。我们可以把桌子

轻轻抬起一点，从而能诱导从一个极小值往另一个的一级相变。此外，也

可以通过更熟悉的热力学的手段来诱导。在9.1节中，通过加入两个热胀

系数不同的金属球达成了这一目的，另一种有吸引力的模型是选取两种

不同的非理想气体。

尽管这个例子是一个人造的系统，但其确实模拟了均匀热力学系统

的基本方程，并且其上给出的分析可以预见10.4节中经典 Landau 理论

的需要特征。 ■

10.2 发散和稳定性

从稳定性判据（(8.15)式以及习题 8.2-3）(
∂2g

∂T 2

)
P

< 0

(
∂2g

∂P 2

)
T

< 0, (10.1)

以及 (
∂2g

∂T 2

)
P

(
∂2g

∂P 2

)
T

−
(

∂2g

∂T∂P

)2

> 0, (10.2)

出发，可以给出一个解释前面所提到的临界点处发散行为的定性图像。这

些稳定性判据要求 Gibbs 势的凸性。Gibbs 势在临界点处“平坦化”意

味着凸性要求没有得到保证。实际上这三个稳定性条件是同时被违背的，

α, κT 和 cp 也同时发散了。可以不限于公式而在物理上进行进一步的讨
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图 10.4: 两相系统等温线的大致形式。

图 10.5: 广义磁化率在穿越共存曲线时的不连续性和发散行为。横坐标可以是 T 或者 P，对应于
经不同的方向穿过 P -T 平面上的共存曲线。

2 译注：应为 P -V 平面。

3 译注：原则上讲，此处的行为

可以用 Dirac δ 函数描述。

论。考虑共存曲线上一给定点 P, T。系统的等温线定性由图10.4给出（回

忆图9.12，尽管 van der Waals 方程在定量上不一定正确）。特别的，这

条等温线在 P -T 2平面上有一块平坦区域。根据“杠杆原理”（9.4节），在

这块平坦区域上系统是两相混合的状态。在给定的压强和温度下，体积

可以随意增加，系统的状态需要由两个共存相的摩尔分数来决定。那么，

形式上，等温压缩率 κT = −v−1(∂v/∂P )T 发散
3。

再次考察这个两相混合系统，假定导入了少量热量 Q(= T∆S)。其

提供了相变所需热量（蒸发热或溶解热），一小部分物质从一相转化为另

外一相。温度依旧是常数。从而热容 cp = T (∂s/∂T )P 发散了。

κT 和 cP 的发散行为在 P -T 平面上的整条共存线上都存在。穿越共

存曲线，κT 和 cP 都有不连续的从一个有限值经过无穷大的中间值（混

合相态）跃变到另一个有限值，见图10.5。

当穿越共存曲线的点向着临界点靠近时，经典 Landau理论预言 κT
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的跃变量会下降，但中间的发散行为依旧存在。这个描述在除了非常靠

近临界点的地方都是正确的，那儿由涨落主导的非经典行为介入了。尽

管如此，定性行为依旧是类似的——κT 在临界点处发散，虽然是以另一

个函数形式。

热容的行为稍微有些区别。如我们稍后将会见到的，Landau理论预

言在临界点处跃变和中间的发散都会消失。实际上发散还在，虽然比 κT

的发散要弱一些。

10.3 序参量和临界指数

尽管临界相变的 Landau 理论在定量上是不成功的，它确实也引入

了一些重要的概念。Landau 理论中一个尤其值得注意的东西是在任何

相变过程中存在着“序参量”：它在高温相下为零而在低温相下非零。数

种二级相变的序参量列在了表10.1中。最简单也最具有代表性的情况是

顺磁到铁磁的相变（或者电的对应物）。一个合适的序参量是磁矩，用以

度量原子或分子偶极矩的共同排列。

另一个简单且有教益的相变是二元合金“有序-无序”相变，在铜-锌

（Cu−Zn）合金等体系中发生。这类物质的晶体结构是“体心立方”的，

看起来就像两套简单立方的晶格相互嵌套。为简单起见我们将一套子晶

格记做 A 另一套子晶格记做 B。在高温下 Cu 和 Zn 都随机分布，故任

何一个格点都等概率的被锌原子或铜原子占据。当温度降低时，相变发

生，铜原子倾向于占据这一套子晶格而锌原子倾向于占据那一套子晶格。

在转变温度之下一点点时，这种倾向是很弱的，但随着温度的降低子晶

格分离的程度上升。在零温下，一套子晶格完全由铜原子占据而另一套

完全由锌原子占据。一个合适的序参量是 (NA
Zn − NA

Cu)/N
A，或者说是

A 类格点被锌原子和被铜原子占据的概率差。在转变温度以上序参量为

零；在 T = 0 时为 +1 或 −1。

如同在有序-无序相变中一样，零温时的序参量的值总是选为单位

一：“归一化”。在铁磁的例子中归一化的序参量是 I(T )/I(0)，其中广沿

量 I(T ) 为磁矩。

在3.8节中我们曾讨论过非约束变量。正如所指出的，有时候会存在

一些形式上定义的没有物理实现的强度量。铜锌合金就是一个例子。相

比于铁磁的例子（序参量为磁矩 I 强度量 ∂U/∂I 为磁场 B），铜锌合金

的序参量是 (NA
Zn −NA

Cu)，其强度量没有物理对应。从而对Cu−Zn 的热

力学处理要求该强度量始终为零。类似的，与4He 超流相变的序参量相

对应的强度量也得是零。

对序参量的认定，以及注意到多重广义磁化率在临界点处发散，激
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励让我们引入一组“临界指数”来描述这些量在临界区域的行为

cv 或cBe ∼ (T − Tcr)
−α (T > Tcr), (10.3)

cv 或cBe ∼ (Tcr − T )−α′
(T < Tcr). (10.4)

“广义磁化率”，流体中是 κT = −(∂v/∂P )T /v，磁体中是 χT =

µ0(∂I/∂Be)T /v，依指数 γ 或 γ′ 发散

κT 或χT ∼ (T − Tcr)
−γ (T > Tcr), (10.5)

κT 或χT ∼ (Tcr − T )−γ′
(T < Tcr). (10.6)

在共存曲线上序参量以 (Tcr − T )β 的形式变化

∆v 或I ∼ (Tcr − T )β (T < Tcr), (10.7)

以及，序参量在 T > Tcr 时自然为零。注意对于 T < Tcr 时的临界指数

α′ 和 γ′ 加上了一个分号，而 β 只在 T < Tcr 时有定义因此分号省去。

最后，在临界等温线上（T = Tcr），序参量和其相应的强度量满足

关系

I ∼ B1/δ
e 或∆v ∼ (P − Pcr)

1/δ, (10.8)

其中定义了临界指数 δ。

除此之外，还有其他的一些临界指数，其定义依赖于宏观热力学之

外的一些概念。其中最重要的可能是涨落的距离，或者体系的关联长度。

临界点附近长波涨落占主导地位，关联长度发散。

长程关联行为的发生是该问题统计力学解（或者说“重整化群”）的

关键。由于大范围的关联是如此之强，从而原子结构等细节就不那么重

要了！原子结构被长程关联遮盖住了，一大类的物质行为都非常相似——

这就是被称为“普适性”的现象，我们稍后会再次讨论。

10.4 临界区域的经典理论：Landau 理论

用以计算临界指数的经典 Landau 理论给出了能够与实验观测以及

重整化群的结果相比对的标准预期。

我们考虑某个具有未归一序参量 ϕ 的系统。假想它是单轴晶体（从

而偶极矩在转变温度以上等概率的处于“上”和“下”态）的磁化强度，

或者二元铜锌合金。Gibbs 势 G 是 T, P, ϕ,N1, N2, . . . , Nr 的函数

G = G(T, P, ϕ,N1, N2, . . . , Nr). (10.9)
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图 10.6: 对于展开系数的不同符号 G(T, ϕ) 的大致形状。

在临界点的某个邻域中，序参量是个小量，将 G 展开成 ϕ 的幂级数

G = G0 +G1ϕ+G2ϕ
2 +G3ϕ

3 + . . . (10.10)

其中 G0, G1, G2� . . . 是 T, P,N1, . . . , Nr 的函数。对于磁系统或二元合

金，问题的对称性要求 Gibbs 势是 ϕ 的偶函数，从而排除了奇次项：自

旋朝上和自旋朝上之间，或者 A 子晶格和 B 子晶格之间没有本质上的

区别（这是适用于更复杂的系统的一个更精巧的对称性论据的雏形）。

G(T, P, ϕ,N1, . . . , Nr) = G0 +G2ϕ
2 +G4ϕ

4 + . . . (10.11)

所有展开系数都是 T, P 和诸 Nj 的函数：Gn = Gn(T, P,N1, . . . , Nr)。

现在把注意力放在外推共存曲线（图10.3中的点线）上来。沿着这条曲

线，P 是 T 的函数，且全部摩尔数都是常量，那么等效的全部展开系数

Gn 都仅仅是 T 的函数。相应的，G 相当于只是 T 和 ϕ 的函数。

在 ϕ 较小时 G(T, ϕ) 的函数图像绘制于图10.6中，对应于 G2 和 G4

不同符号的四种可能组合。

在外推共存曲线上的一点（在临界点“之外”）位于单相稳定区域，
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Gibbs 势由一个极小值。从这个事实可以推断 G2(T ) 是正的。从对于大

涨落的稳定性可以推断 G4(T ) 也是正的。随着这个点接近并经过临界

点，曲线 G2(T ) 经过零点并反号（图10.6）。函数 G4(T ) 一般还是正的。

临界温度可以直接通过寻找 G2 的零点来得到。

G2 在临界点处变号意味着 G2 存在关于 (T − Tcr) 的级数展开

G2[T, P (T )] = (T − Tcr)G
0
2 +O((T − Tcr)

2). (10.12)

现在，令与 ϕ 共轭的强度量为零。在磁系统中，ϕ 为归一化的磁矩，这

就意味着没有外磁场，而二元合金中强度量自动为零。那么，不论在哪

种情况下都有

∂G

∂ϕ
= 2(T − Tcr)G

0
2ϕ+ 4G4ϕ

3 + · · · = 0. (10.13)

在 Tcr 以上及以下这个方程有不同的解。对于 T > Tcr，唯一的实根为

ϕ = 0。

ϕ = 0, (若T > Tcr). (10.14)

在 Tcr 以下 ϕ = 0 的根对应于 G 的一个极大值而不是极小值（回忆

图10.6），但存在另外两个对应于极小值的根

ϕ = ±
[
2
G0

2

G4
(Tcr − T )

]1/2
, (T > Tcr). (10.15)

这是经典理论关于临界点的基本结论。序参量（磁矩、A 子晶格上锌和

铜的占据数差、等等）在 Tcr 以下自发的变为非零并按 (Tcr − T )1/2 增

长。

β(经典值) = 1/2. (10.16)

相比之下，实验表明多重铁磁体和流体的 β 值在 0.3 到 0.4 之间。

在(10.13)式中，我们假定了共轭于 ϕ 的强度量是零，这是由于我们

需要计算 ϕ 在 Tcr 以下自发产生的值。现在我们考虑“磁化率”χT 在

Tcr 以下的行为。χT 定义为

χ−1
T = N

(
∂2G

∂ϕ2

)
T,ϕ→0

. (10.17)

在磁系统中 ξ−1
T 等于 N(∂Be/∂T )T,I→0，因此 µ0χT 就是摩尔磁化率（但
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此处我们不考虑因子 µ0）。那么

1

N
χ−1
T = 2(T − Tcr)G

0
2 + 12G4ϕ

2 + . . . (10.18)

根据定义(10.17)式取 ϕ→ 0

1

N
χ−1
T = 2(T − Tcr)G

0
2 + . . . T ? Tcr. (10.19)

这个结果给出了指数 γ（(10.5)式）的经典值为一

γ(经典值) = 1. (10.20)

对于铁磁体或流体 γ 的测量值在 1.2 到 1.4 之间。

对于 T < Tcr，序参量 ϕ非零。将关于 ϕ(T )的(10.15)式带入(10.18)式

中可得

1

N
χ−1
T = 2(T − Tcr) + 12G4 ×

[
1

2

G0
2

G4

]
(Tcr − T ) + . . .

= 4(Tcr−T )G
0
2 + . . .

(10.21)

从而得知 γ′ 的经典值也是一（回忆(10.6)式）。它和实验也不相符，实验

的结果说 γ′ 在 1.0 到 1.2 之间。

为方便起见，Landau 理论所给出的临界指数列在了表10.2中

表 10.2: 临界指数：经典值和实验结果的大致范围

指数 经典值 实验结果的大致范围

α 0 −0.2 < α < 0.2
α′ 0 −0.2 < α′ < 0.3
β 1

2 0.3 < β < 0.4
γ 1 1.2 < γ < 1.4
γ′ 1 1 < γ′ < 1.2
δ 3 4 < δ < 5

■例 10.2 计算一个具有给定的基本方程的系统的临界指数的经典值，将

有助于确认一般性的 Landau 分析的正确性。请计算一个由 van der

Waals 状态方程描述的系统的临界指数。

解

由9.4节中的例9.2可知，van der Waals 状态方程可用“约化变量”

写出：

P̃ =
8T̃

3ṽ − 1
− 3

ṽ2
,
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4 译注：这个计算并不符合定义，

但是结果上式正确的

其中 P̃ ≡ P/Pcr，T̃ 和 ṽ 也是类似的。定义

p ≡ P̃ − 1 v̂ ≡ ṽ − 1 ε ≡ T̃ − 1,

将 van der Waals 方程两端乘以 (1 + v̂)2 得到10

2p(1 +
7

2
v̂ + 4v̂2 +

3

2
v̂3) = −3v̂3 + 8(1 + 2v̂ + v̂2),

或写成

p = −3

2
v̂3 + ε(4− 6v̂ + 9v̂2 + . . . ) + . . .

如果 ε = 0（即 T = Tcr）
4，则 v̂ 正比于 (−p)1/3，即临界指数 δ 为

3。

为得到 γ，我们计算

κ−1
T = −V

(
∂P

∂V

)
T

= −ṽ
(p
ṽ

)
ε
= 6ṽε+ . . .

那么 γ = γ′ = 1。

为计算 β，我们得还记得 θ(ṽg) = θ(ṽl)，其中 θ(ṽ) 由例9.3的最后一

个式子定义

θ(ṽ) ≡ ln(3ṽ − 1)− (3ṽ − 1)−1 + 9/(4ṽT )

= ln(3v̂ + 2)− (3v̂ + 2)−1 +
9

4
(v̂ + 1)−1(ε+ 1)−1

= ln 2 +
7

4
+

9

16
ε(1 + ε+ v̂ − v̂ε− v̂2 + . . . ).

根据 θ(ṽg) = θ(ṽl) 我们得知

1

4
(v̂2g + v̂gv̂l + v̂2l ) + ε− ε2 − ε(v̂g + v̂l) = 0.

同时有 p(v̂g) = p(v̂l)，给出

v̂2g + v̂gv̂l + v̂l + 4ε− 6ε(v̂g + v̂l) = 0.

通过后面的两个式子可以求得未知的 v̂g 和 v̂l。消去 (v̂g + v̂l) 我们得到

关于 v̂g − v̂l 的一个方程，最终有

v̂g − v̂l = 4(−ε)1/2 + . . .

10H. Stanley, Introduction to Phase Transitions and Critical Phenomena, Oxford
Univ. Press, New York and Oxford, 1971. (sect. 5.5).
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5 译注：事实上，此处需要比较

的是相对变化。

从而确定临界指数 β 为 1
2。

剩下的临界指数是 α和 α′，与热容相关。van der Waals方程并不能

确定热容，但我们可以考虑3.5节中引入的“理想 van der Waals 流体”。

那个系统的热容是常数，从而临界点处没有发散，即 α = α′ = 0。 ■

10.5 临界点问题的根源

读者可能会好奇，上一节中如此简单、直接、普适性的论证为何会

导致错误的结果。问题是出在论证本身，还是有更深的根源，与热力学

的基本假设有关呢？这个疑难困惑了热力学家们三十余年。尽管我们在

这无法去讨论能完整解决这个问题的重整化理论，首先明确困难的源头

会是有益的。为此我们回到热力学最中心的假设——熵最大原理。这个

“假设”事实上是统计理论的某种过分近似的转写。当涨落占主导地位

时，这种过分近似将会导致一些重要的后果——那就是在临界区域。

统计力学的中心定理能够计算闭复合系统（或者与适当的库相接触

的系统）的涨落概率。特别的，对于一个闭复合系统考虑其一个子系统

的能量涨落，具有能量 E 的概率正比于 exp(S(E)/kB)，其中 S 是复合

系统的熵。平均能量 U 通过对概率密度进行标准的平均过程得到。

一般来讲概率密度是非常“尖锐”，或者说狭窄的。平均能量几乎就

等于最可几能量。后者易于从概率分布中得到，它（即，最可几能量）是

使得 exp(S(E)/kB) 最大，或者说熵 S 最大的能量值。

热力学的基本假设错误的将能量的最可几值认同为平衡态值或者平

均值！

幸运的是宏观系统的概率密度几乎总是非常狭窄的。对于一个狭窄

的概率密度，平均值和最可几值重合，经典热力学便是一个可接受的理

论。尽管如此，在临界区域热力学势的最小值变得非常浅，概率分布变

得非常宽，平均值和最可几值的区别就体现出来了。

为了展现临界点处的区别所造成的后果，图10.7中绘制了 Gibbs 势

关于序参量的函数在两个略低于 Tcr 的温度下（相应强度量为零）的大

致图像。只画出了 ϕ 的正半轴，和负半轴是对称的（我们假定系统处在

ϕ > 0 的极小值上）。对于 T1 势能是浅且不对称的，关于涨落序参量的

概率密度（虚线）相应的较宽且不对称。ϕ 的平均值 ϕa1 向最可几值 ϕmp
1

的左侧移动。对于温度 T2，其相较临界温度更远，势阱在极小值附近几

乎是对称的。那么平均值 ϕa2 和最可几值 ϕmp
2 就几乎一样。随着温度从

T1 变到 T2，经典预言序参量的变化为 ϕmp
2 − ϕmp

1 而统计力学的预言为

ϕa2 − ϕa1。从而我们看到经典热力学错误的预言了随着临界温度靠近时序

参量的温度依赖，其失败与势能极小值的平坦性以及非对称性相联系。

将这个论证稍稍再扩展一下，可以看到 ϕmp
2 −ϕmp

1 比 ϕa2 −ϕa1 要小5

（图10.7）。即，对于给定的温度变化，经典热力学所预言的 ϕ 的移动比
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图 10.7: 涨落序参量的概率分布、平均值和最可几值。温度 T2 > T1 > Tc。概率分布为虚曲线。
经典值或最可几值为 ϕmp

1 和 ϕmp
2 ，它们相应于 G 的极小值。平均值或者观测值为 ϕa

1 和 ϕa
2。由

于 T1 时曲线的非对称性，平均值的变化率比最可几值的变化率要高。其与临界指数 β ≃ 1
3
更相

符而不是 1
2
，如小图中所示。

真实的移动（即，ϕ 的平均值的移动）要小。这与经典预言 β = 1
2 而不

是真实值 β ≃ 1
3 相符，如图10.7的子图所示。

这些讨论给出了经典 Landau理论失败的根源的一个图像上的理解。

但其与稍后会粗浅见识的“重整化群理论”那难以置信的深度与美无关。

10.6 标度律和普适性

正如10.3节中最后一段所提到的，由重整化群理论所演生出的主要

效应是临界点邻域处的长程关联行为的出现。产生的原因在于长波激发

是最容易产生的。随着涨落上升，长波涨落上升得最快，主导了临界区

域中的性质。长程关联涨落的主导导致了两类后果。

第一类后果被称为标度律 (scaling)。明确来说，广义磁化率的发散和

序参量的增长与长程关联涨落的发散相联系。不论系统的原子内部结构

有多么复杂，形形色色的临界现象 all scale to the range of the divergent

corrlations and thence to each other. 临界指数之间的关系最简洁的可

以用重整化群理论中的基本结果，“标度假说”来表述。这个结果表示

Gibbs 势（或者其他与所考虑的临界相变相适应的热力学势）在临界区

域中的领头项具有形式

Gs ∼ |T − Tcr|2−αf±

(
B

1+1/δ
e

|T − Tcr|2−α

)
, (T → Tcr). (10.22)

为了方便起见，这里使用了磁系统中的记号，但 Be 仍可以被诠释为与

一般性的序参量 ϕ相共轭的强度量。正如所预期的,Gibbs势的具体形式
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在共存曲线两侧不连续, 不连续性可以通过记号 f± 来标记：f+ 适用于

T > Tcr 而另一个函数 f− 适用于 T < Tcr。此外 Gibbs 势可能还有其

他“常规”项，(10.22)式中的项仅仅代表 Gibbs 势在趋向于临界点的极

限时的主导项。

(10.22)式的要点在于 G2/(T − Tcr)
2−α 并不是分别关于两个变量 T

和 B 的函数，而仅仅依赖于单个变量 B1+1/δ/|T −Tcr|2−α。它也可以等

价的写成以这个复合变量的平方的函数，或者其他什么幂次。我们稍后

记其为 Be/(T − Tcr)
(2−α)δ/(1+δ) 的函数。

我们现在将展示，通过(10.22)式给出的标度律将其他所有临界指数

通过普适性关系与两个指数 α 和 β 联系起来。这个过程是简单直接的，

直接根据基本方程(10.22)式计算临界指数即可。

首先计算临界指数 α，以确认(10.22)式中的符号 α 确实具有其所预

期的含义。为此我们取 Be = 0。假定函数 f±(x) 在 x = 0 处表现正常，

即 f±(0) 为有限的常数。那么热容为

cBe ∼
∂2Gs(Be = 0)

∂T 2
∼ (2− α)(1− α)|T − Tcr|−αf±(0). (10.23)

从而在 Tcr 之上之下的两个临界指数都等于 Gs 中的 α，即

α′ = α. (10.24)

类似的，状态方程 I = I(T,Be) 可以通过对(10.22)式求导得到

I = −∂Gs

∂B
∼ −|T − Tcr|2−αf ′

±
(

B
1+1/δ
e

|T − Tcr|2−α

)
∂

∂Be

(
B

1+1/δ
e

|T − Tcr|2−α

)

∼ −B1/δ
e f ′

±
(

B
1+1/δ
e

|T − Tcr|2−α

)
,

(10.25)

其中 f ′±(x) 代表 (d/dx)f±(x)。同样的，我们假定 f ′±(0) 为有限值，从

而验证了记号 δ 由其所预期的含义（如(10.8)式所定义）。

现在把目光转向 I 和 χ 的温度依赖，为了计算临界指数 β 和 γ，将

f± 改写作以 Be/(T − Tcr)
(2−α)δ/(1+δ) 为变量的函数 g±。

Gs ∼ |T − Tcr|2−αg±
(

Be

|T − Tcr|(2−α)δ/(1+δ)

)
. (10.26)

从而

I = −∂Gs

∂Be
∼ |T −Tcr|(2−α)/(1+δ)g′

±
(

Be

|T − Tcr|(2−α)δ/(1+δ)

)
, (10.27)
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得到

β =
2− α

1 + δ
. (10.28)

此外

χ = µ0
∂I

∂Be
∼ |T − Tcr|(2−α)(1−δ)/(1+δ)g′′

±
(

Be

|T − Tcr|(2−α)δ/(1+δ)

)
,

(10.29)

得到

γ = γ′ = (α− 1)
1− δ

1 + δ
. (10.30)

从而所有临界指数都可以通过 α 和 δ 计算得到。对各种系统临界指数的

测量结果自然都符合这些关系。

如前所述，长程关联涨落占主导会有两个主要后果。一个是关联距

离的标度律，给出了临界指数之间的标度关系。另一个是临界指数的值

并不依赖于特定物质中的具体原子结构，而是由发散涨落的普适性质决

定。重整化群理论表明一大类物质临界指数的值都是相同的：主要由系

统的维度和序参量的维度决定。

系统的维度是一个显而易见的概念。大多数热力学系统都是三维的，

但我们也可以在例如被晶体衬底吸附的单分子层上研究二维系统，或者

讨论一维的高分子链。对于做理论的人来说，四维、五维甚至更高的维

度（甚至是分数维度！）也是可以的（并且已经在做了）。

序参量的维度取决于它是标量、矢量或者张量。10.3节中讨论的二

元合金中的序参量是一维的（标量）。铁磁体的序参量，磁矩，是个矢量，

从而是三维的。超导、或者4He 超流的序参量，是一个复数：具有独立

的实部和虚部，被认为是二维的。此外也可以建立具有其他维度序参量

的理论模型。

具有同样空间维度和序参量维度的系统11被认为属于同一个“普适

类”。同一个普适类的系统具有同样的临界指数值。

习题

10.6-1 证明对临界指数以下等式成立

α+ 2β + γ = 2 (Rushbrooke 标度律)

γ = β(δ − 1) (Widom 标度律)

11预设了系统内的相互作用力程都是有限的。
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10.6-2 临界指数的经典值符合标度关系吗？
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11. Nernst 假说

11.1 Nernst 假说，Thomsen–Berthelot 原理

经典热力学的一方面依然存在。作为假设 4的探讨，熵在0K时也为
零。

Walther Nerst 在 1907 年第一次提出这个比我们的假说 4 弱的假

说，只说明了随着温度接近零，等温过程中的熵变变为零。通过 Francis

Simon 的工作和 Max Plank 的公式，我们所采用的理论出现了，不过这

也被称为 Nernst 假说。这个假说也被经常称之为热力学第三定理。

不像其他假说的形势，Nerst 假设不是热力学理论整体结构的一部

分。在整个理论体系几乎完善的情况下，我们仍能简单的附上 Nernst假

说。它的意义仅仅在低温范围，在温度趋向于零的时候。

Nernst 理论的历史起源是丰富的。他们在“Thomsen-Berthelot 定

律”一种（非严格）经验定律，化学家早已预言了化学反应的平衡态。

考虑一个有着恒定温度和气压的系统（比如在大气环境下），从约

束中释放出来（比如混合两种之前分开的反应物）。根据 Thomsen 和

Berthelot的经验定理，系统进入平衡状态伴随着大量热量的放出，或者，

用更常见的话来说，这个过程是实现放热最多的过程。

这个经验定律的正式表达用焓的形式表述非常方便。等压过程的焓

作为热量的势能，这样热流量为

热流量 = H初始 −H最终 (11.1)

Thomsen-Berthlot 的这个表述与平衡态就是 H初始−H最终
的最大值

或者 H最终 的最小值是等价的。
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图 11.1: Thomsen-Berthelot 原理。

在常温常压下适当的平衡态准则为最小的 Gibbs 势。为什么这两种

不同的准则会在低温情况下给出同样的预言呢（事实上，在接近室温情

况下也同样如此）？

在一个等温过程中

∆G = ∆H − T∆S (11.2)

这样在温度为0K时，Gibbs 势的改变和焓的改变是相同的（∆S 肯

定被限制）。但这还不足以说明为什么这在温度变化足够大的情况下依

然能近似相等，在两边都除以温度 T 后：

∆G−∆H

T
= −∆S (11.3)

我们从(11.2)式中可以发现，∆G = ∆H 在 T = 0K时。所以(11.3)式

的左边在 T → 0时是不定的。这个极限值可以通过数值微分和分母分离

（L’HOSPITAL’s 规则）来得到，

(
∆G

T
)T→0 − (

∆H

T
)T→0 = − lim

T→0
∆S (11.4)

假设：

lim
T→0

∆S = 0 (11.5)

这是 Nerst 为了确保 ∆G 和 ∆H 有相同的初始斜率（图11.1），因

此焓的改变量在相当的温度范围内非常接近于 Gibbs 势。

在 Nernst 的表述中，在0K的可逆等温过程中，熵 ∆S 的改变为零

的情况可以重述为：T = 0 的等温过程同时也为等熵的（或绝热）。这等

熵和等热的一致性在图11.2中说明了。

Planck 的表述给熵分配了一个特定的值：在 T = 0K 的等温就与
S = 0 的绝热过程相一致。
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图 11.2: 在 T = 0 附近的等温线和等熵（绝热）线。

在热力学背景下，熵的绝对值没有先验意义。Planck 的重述也只在

统计力学下才有意义，我们会在第二部分讲述这块内容。事实上，相比

于 Nernst 的假说我们选择了 Planck 的假说形式因为他的表述更为简洁

而不是因为其他热力学的原因。

通过 Nernst 假说的 Planck 形式，在引用的文献中，我们建立了不

同气体和其他系统的的熵的绝对值表。

习题

11.1-1

11.2 热容和其他低温下的微分

在 0K 时很多微分的数值化为零，这与 Nernst 假说是相关的。

先思考一下在温度趋向于0K时气压的变化。熵的改变量在温度趋向
于零食必然化为零，这个结论是由：

(
∂S

∂P
)T = (

∂V

∂T
)P → 0(T → 0) (11.6)

这里我们使用了已经熟悉的麦克斯韦关系。这能接着说明热膨胀常

数 α 在零度时化为零。

α =
1

V
(
∂V

∂T
)P → 0(T → 0) (11.7)

将(11.6)的气压替换成体积，( ∂S∂V )T 也会化为 0（依然是 Maxwell关
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1 译注：这个温度现在仍未实现，

但已可预期。另外µK级别温度是
参与目前火热的冷原子物理研究

的实验室都能够达到的。

系）.

(
∂P

∂T
)v → 0(T → 0) (11.8)

热容更加微妙。如果熵并不在零温时趋于 0，而是趋于一个有界的

微分值（即 (∂s/∂T )v 不发散），那么

cv = T (
∂s

∂T
)v → 0(T → 0) (11.9)

类似的，如果 ( ∂S∂T )P 是有界的，

cP = T (
∂s

∂T
)P → 0(T → 0) (11.10)

参考图11.1，将注意到∆G和∆H 都以零斜率绘制,而等式(11.4)和(11.5)只

要求 ∆G和 ∆H 有相同的斜率。他们有零斜率是等式(11.10)的结果，并

且有个温度对 ∆H 的微分是 N∆cp。

cp 和 cv 数值为零的情况（∆G 和 ∆H 的零斜率）是真实的。但是，

α 和 κT 是 Nernst 假说直接的结果，cp 和 cv 数值为零是观察建议的，

不是 Nernst 假说直接要求的。

最后，我们注意到在等式(11.6)中的压强可以由其他广延量代替（比

如磁场中的 Be），能得到一般的等式(11.7)和(11.8)。

11.3 不可到达的绝对零度

作为 Nernst假设的结果，绝对零度经常被表达成不能通过任何物理

过程来实现的状态。10−3 K在低温实验室中非常常见。10−7 K也被达到，
没有理由认为10−10 K或者更低的温度是无法获得的1。我们能否通过某

种未知的手段来获得绝对零度也许是一个不物理的问题，而是绝对绝热

和无限精度温度的问题。由 Nernst 假说得到的理论则更加谦逊。它表

明，一个在非零度系统开始的不可逆绝热过程是可能将系统带入零度的。

这事实上只是一个 Nernst 假说的简单重述，T = 0 的等温是与 S = 0

的绝热相符合的。所以在 T = 0 的等温过程不可能通过任何其他绝热相

交的。

https://science.nasa.gov/science-news/science-at-nasa/2014/30jan_coldspot/
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12. 一般系统热力学原理的总结

12.1 一般系统

前十一章讲述的热力学原理不难进行推广。简单系统的基本方程的

形式为

U = U(S, V,N1, N2, . . . , Nr). (12.1)

体积与摩尔数自始至终都扮演了类似的角色，方程(12.1)可以写为对称

的形式

U = U(X0, X1, X2, X3, . . . , Xt), (12.2)

其中 X0 代表熵，X1 是体积，其余的 Xj 是各组分的摩尔数。对于非简

单系统，上述内容只需要重新解释，Xj 还表示磁、电、力学等等系统的

其它方面的广延量。

为了方便读者，本章简要概述前十一章的主要定理，并且其形式适

用于一般系统。

12.2 基本假设

假设一. 存在特定的状态（称为平衡态），在宏观上可以由内能 U

和一组广延量 X1, X2, . . . , Xt（后面会具体列举）完全确定。

假设二. 对于所有平衡态，存在关于广延量的函数（称为熵），它

具有如下性质：在没有约束的条件下对应的广延量，使得熵在约束下的

平衡态流形中取最大值。



Draft
Transl

at
ion

208 Chapter 12. 一般系统热力学原理的总结

假设三. 复合系统的熵等于各子系统的熵之和（由此可得，每个子

系统的熵是关于其广延量的一阶齐次函数）。熵是连续可微函数，并且随

着能量单调递增。

假设四. 任意系统在 T ≡ (∂U/∂S)X1,X2,... = 0 的状态下的熵为

零。

12.3 强度量

基本方程的微分形式为

dU = T dS +

t∑
1

Pk dXk =

t∑
0

Pk dXk, (12.3)

其中

Pk =
∂U

∂Xk
. (12.4)

TdS 项对应热流，
∑t

1 Pk dXk 对应做功。强度量是广延量的函数，其函

数关系就是状态方程。此外，两个可以转移 Xk 的系统之间的平衡条件

是它们强度量 Pk 相等。

根据基本方程的一阶齐次性可以导出 Euler 关系：

U =

t∑
0

PkXk, (12.5)

Gibbs-Duhem 关系为：

t∑
0

Xk dPk = 0. (12.6)

对于熵表象也有类似的关系。

12.4 Legendre 变换

对部分自变量进行 Legendre变换可以将变量 X0, X1, X2, . . . , Xs 替

换为 P0, P1, . . . , Ps。Legendre 变换函数为

U [P0, P1, . . . , Ps] = U −
s∑
0

PkXk. (12.7)

函数 U [P0, P1, . . . , Ps]的自然变量是 P0, . . . , Ps, Xs+1, . . . , Xt，相应的自

然偏导数为

∂U [P0, . . . , Ps]

∂Pk
= −Xk, (k = 0, 1, . . . , s) (12.8)
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图 12.1: 一般的热力学记忆图。The potential U [. . . ] is a general Legendre transform of U . The
potential U [. . . , Pj ] is U [. . . ]− PjXj . That is, [. . . , Pj ] is transformed with respect to Pj in
addition to all the variables of U [. . . ]. The other functions are similarly defined.

∂U [P0, . . . , Ps]

∂Xk
= Pk (k = s+ 1, . . . , t) (12.9)

因此

dU [P0, . . . , Ps] =
s∑
0

(−Xk)dPk +
t∑

s+1

Pk dXk. (12.10)

与维持 P0, P1, . . . , Ps不变的库接触的系统，它的任何无约束广延量在P0, . . . , Ps, Xs+1, . . . , Xt

为常数的条件下使得 U [P0, . . . , Ps] 取最小值。

12.5 Maxwell 关系

势函数 U [P0, . . . , Ps]的混合偏导数与求导次序无关，由此，根据(12.10)式

可得

∂Xj

∂Pk
=
∂Xk

∂Pj
(若 j, k ≤ s) (12.11)

∂Xj

∂Xk
=

−∂Pk

∂Pj
(若j ≤ s且k > s) (12.12)

以及

∂Pj

∂Xk
=
∂Pk

∂Xj
(若j, k > s) (12.13)

求偏导数时，在变量集 P0, . . . , Ps, Xs+1, . . . , Xt 当中，除了对它求导的

自变量变化之外，其余变量保持不变。

这些关系可以通过图12.1辅助记忆。

12.6 稳定性，相变

稳定性的判据是，在摩尔数不变的条件下，热力学势函数关于广延

性自变量参数是凸函数，而关于强度量参数是凹函数。由此可导出

cp > cv > 0, κT > κS > 0 (12.14)
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以及一般系统的其它类似关系。

如果不满足稳定性判据，则系统分为两个或多个相。对于任意组分

j，每个相的摩尔 Gibbs 势都相等：

µIj = µIIj = µIIIj . (12.15)

The dimensionality f of the thermodynamic "space" in which a given

number M of phases can exist, for a system with r components, is given

by the Gibbs phase rule

f = r −M + 2 (12.16)

P − T 图像中的两相分界线斜率由 Clapeyron 方程给出：

dP
dT =

∆s

∆v
=

ℓ

T ∆v
. (12.17)

12.7 临界现象

Near a critica1 point the minimum of the Gibbs potential becomes

shallow and possibly asymmetric. Fluctuations diverge, and the most

probable values, which are the subject of thermodynamic theory, differ

from the average values which are measured by experiment. Thermody-

namic behavior near the critical point is governed by a set of "critical

exponents." These are interrelated by "scaling relations." The numerical

values of the critical exponents are determined by the physical dimen-

sionality and by the dimensionality of the order parameter; these two

dimensionalities define "universality classes" of systems with equal crit-

ical exponents.

12.8 绝对零度下的性质

绝对零度下，任意系统的比热容为零：

cx1,x2,... ≡ T

(
∂s

∂T

)
x1,x2,...

→ 0 随着T → 0 (12.18)

以及

cx1,...,xk−1,Pk,xk+1,... → 0 随着T → 0 (12.19)
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此外，下列四个导数在绝对零度时也为零：(
∂s

∂xk

)
T,x1,...,xk−1,xk+1,...

→ 0 随着T → 0 (12.20)(
∂Pk

∂T

)
x1,x2,...

→ 0 随着T → 0 (12.21)(
∂s

∂Pk

)
T,x1,...,xk−1,xk+1,...

→ 0 随着T → 0 (12.22)(
∂xk
∂T

)
x1,...,xk−1,Pk,xk+1,...

→ 0 随着T → 0 (12.23)
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13. 物质的性质

13.1 一般的理想气体

欲概观气体、液体、固体的诸多物理性质，需领会最简单的系统——

理想气体. 所有气体在密度够低时都趋于理想气体, 但于临界点附近，则

都偏离理想气体较远. 理想气体这行为皆分子间无相互作用故. 由这事

实可导出如下几点 (可由16.10中的统计法导出):

(a) 物态方程为 PV = NRT .

(b) 单组份两种气体的温度仅是摩尔内能的函数.

(c) 多组分理想气体的 Helmholtz势 F (T, V,N1, N2, · · · , Nr)可由个组

分 Helmholtz 势加和得到 (于组分而言, 有可加性, 这就是“Gibbs

定理”):

F (T, V,N1, N2, · · · , Nr) = F1(T, V,N1)+F2(T, V,N2)+· · ·+Fr(T, V,Nr)

(13.1)

现考虑一单组份理想气体, 组分记为 j, 则上面的性质 (b) 的意思就

是

Uj = Njuj(T ) (13.2)

人们往往更愿意将这式子用热容来表达, 因它是一可直接观测的量

Uj = Njuj0 +Nj

∫ T

T0

cvj(T
′)dT ′ (13.3)

其中 T0 是一人为选择的标准温度.
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单组份理想气体的熵也可以由 cvj(T ) 确定, 与内能一样. 将 cvj =

N−1
j T (dSj/dT )v, 然后用状态方程 PV = NjRT 确定积分常数, 可得

Sj = Njsj0 = Nj

∫ T

T0

T ′−1cvj(T
′)dT ′ +NjR ln

(
v

v0

N0

Nj

)
(13.4)

最后, 对于一般的多组分理想气体, 由性质 (c) 可以得到 Helmholtz

势

F (T, V ) =
∑
j

Uj(T )− T
∑
j

Sj(T, V ) = U − TS (13.5)

到此, 可以看见, 多组分理想气体可完全由其中的每一独立组分的摩尔热

容 cvj(T ) 来刻画 (还需加上人为选择的参考点 uj0, sj0)

等式(13.5)中的第一个求和代表多组分气体的能量, 第二个求和代表

熵. 多组分理想气体都遵守 Gibbs 定理 (参见等式 3.39 下的讨论) 同样,

如在等式(3.14)中那样,可将一般理想气体的熵 (等式(13.4))写成这形式:

S =
∑
j

Sj =
∑
j

Nj

∫ T

T0

1

T ′ cvj(T
′) dT ′ +

∑
j

NjR ln
(
v

v0

N0

Nj

)

= N

∫ T

T0

1

T ′ c̄v(T
′)dT ′ +NR ln v

v0
−NR

∑
j

xj lnxj
(13.6)

最后一项是所谓的混合熵项. 之前已提到, 混合上就是混合气体之熵和未

混合前各气体熵之和的差值, 且要求未混合气体的温度与密度 Nj/Vj =

N/V 都与混合气体相同.

所有单原子理想气体的 κT , α 和 cp − cv, 其值都一样 (参考3.8). 特

别地, 有

κT =
1

P
, α =

1

T
, cp − cv = R (13.7)

等式(13.3)中的摩尔热容需满足一些特定的热学条件, 这些条件就是

观测所得的规律. 比如真实气体的摩尔热容 cv 在高温下 (但不能致使分

子电离或分解) 应趋近于一常数. 若经典的能量可写作二次项 (以广义坐

标和广义动量的形式) 之和, 则高温下, 每一个二次项都为 cv 贡献 R/2.

对单原子理想气体而言, 每个分子的能量为 (p2x+ p
2
y + p

2
z)/2m, 有三个二

次项, 因此高温时 cv = 3R/2. 在16.10, 我们会从理论上推导得到这规律.

零温时, 所有处在热力学平衡态下的物质的热容都等于 0, 特别地,

气体的热容会快速地趋于 0(直到凝聚). 高温时, 理想气体的热容都与温

度无关, 其值可根据上一段中的能均分定律确定. 在中间温度时, 哈密顿

量中的各个二次项往往只在特定的温度区间才发挥作用, 因此 cv − T 图
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图 13.1: 具有两个振动模式的系统的摩尔热容，其中 ω2 = 15ω1。

上往往呈现出阶梯样图形, 如图13.1所示.

曲线发生“跳跃”时的温度以及每一次跳跃的高度可以按此理解：

能量表达式中的二次项代表动能或者势能, 它们分别对应着特定的激发

模式. 每一个模式对热容的贡献都是独立且可加的, 每一个模式都会在

cv − T 图上产生一个阶梯.

对于双原子分子, 能量表达式中需有一项代表两个原子间伸缩振动

的势能, 还需一项来代表振动时的动能, 可以将这分子振动的能量看作一

个频率为 ω0 的振子的能量.

每一二次项所代表的模式对热容的贡献, 体现在图上就是一高 R/2

的“阶梯”(对双原子分子,两个额外的振动项总共贡献了 ∆cv = R).“跳

跃”发生时, 温度往往已使 kBT 约等于已激发和未激发模式之间的能量

差 (对于振动模式而言 kBT ≊ ℏω0).

可以将以上的想法应用到转动、平动以及其他模式中去. 第16章更

加仔细地刻画了热容这个量.

13.2 理想气体的化学反应

人们对研究理想气体的化学反应有别样的兴趣, 因为, 在生产实际

中, 很多化学反应过工程都在在气相进行地, 如果把这反应认作理想气体

的反应, 则理想气体的简单性质可以允许人们得出简明的显式解. 进一步

而言, 理想气体反应的理论是真是气体反应模型的起点.

从一般理想气体混合物的基本方程出发 (如方程(13.3)到(13.5)), 可
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以直接导出第 j 个组分的偏摩尔 Gibbs 势：

µj = RT [ϕj(T ) + lnP + lnxj ] (13.8)

式中 ϕj(T ) 仅是 T 的函数,xj 是第 j 组分的摩尔分数. 化学平衡的等式

写作 (见等式(2.70)(6.51)):

∑
j

νjµj = 0 (13.9)

那么

∑
j

νj lnxj = −
∑
j

νj lnP −
∑
j

νjϕj(T ) (13.10)

由此可定义一个平衡常数 K(T )

lnK(T ) = −
∑
j

νjϕj(T ) (13.11)

由此可以得到“质量作用定律”：

∏
j

x
νj
j = P−

∑
j νjK(T ) (13.12)

平衡常数 K(T )可直接从定义(13.11)出发,由函数 ϕj(T )造出来,人

们将常见气态化学物质的 ϕj(T )函数制成表以资查阅.人们更进一步,将

常见化学反应的平衡常数 K(T ) 也制成了表格. 由这两种表都可以直接

或间接得得到平衡常数. 因此, 给定反应时的温度与压力, 则乘积
∏

j x
νj
j

可以由质量作用定律(13.12)得到. 再加上自然成立的条件：摩尔分数之

和为 1, 并且给出系统中各种原子的含量, 则可由
∏

j x
νj
j 断定各个 xj 的

大小. 接下来我们举个例子以说明该方法, 但请注意, 将查表所得的简单

反应平衡常数组合起来, 可以得到一其他反应的平衡常数, 它们由对数嘉

禾规则所联系. 特定化学反应可以视作两个简单反应之和. 举个例子, 考

虑反应：

2H2 + O2 ⇌ 2H2O (13.13)

以及

2CO + O2 ⇌ 2CO2 (13.14)
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用一般代数规则将二者相减得到

2H2 − 2CO ⇌ 2H2O − 2CO2 (13.15)

或

2[H2 − CO ⇌ H2O − 2CO2] (13.16)

可以看见, 各反应所对应的 lnK(T ) 可以相同方式相减.

考虑两反应：

0 ⇌
∑

ν
(1)
j Aj (13.17)

与

0 ⇌
∑

ν
(2)
j Aj (13.18)

将第一个反应乘以常数 B1, 第二个乘以常数 B2, 将二者加和, 可得第三

个反应：

0 ⇌
∑

ν
(3)
j Aj ≡

∑(
B1ν

(1)
j +B2ν

(2)
j

)
Aj (13.19)

设第一个反应的平衡常数为 K1(T ), 第二个的为 K2(T ), 根据定义有

lnK1(T ) = −
∑

ν
(1)
j ϕj(T ) (13.20)

及

lnK2(T ) = −
∑

ν
(1)
j ϕj(T ) (13.21)

" 最终反应" 的平衡常数(13.19)可由类似的方式定义, 由此可以得到下式

lnK3(T ) = B1 lnK1(T ) +B2 lnK2(T ) (13.22)

可见, 由基本反应的平衡常数, 应用加和规则, 可以得到另外一个反应的

平衡常数.

最后来回顾一下等式(6.58)下的讨论, 那里我们曾说, 反应热与平衡

常数对温度的依赖关系似乎是联系在一起的. 这里我们来证明一下, 事实
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上：

dH
dÑ

= −T ∂

∂T
(
∑

νjµj)P,N1,N2,··· (13.23)

将(13.8)代入得

dH
dÑ

=− T
∂

∂T

(
RT

∑
νjµj +RT

∑
νj lnP +RT

∑
νj lnxj

)
(13.24)

dH
dÑ

=−
∑

νjµj −RT 2 d
dT
∑

νjϕj7 (13.25)

当反应平衡时,
∑

j νjµj 为零, 又注意到(13.11)平衡常数的定义, 则

可导出 Van’t Hoff 关系

dH
dÑ

= RT 2 d
dT

lnK(T ) (13.26)

因之, 在不同温度下测量平衡常数, 由此可以得到反应热, 而无需使用量

热方法.(平衡常数可由浓度 xk 直接算得).

■ 例 13.1 两摩尔 H2O 处于以硬管中, 加热至200K. 压力保持1MPa. 如

下反应的平衡常数 K(T )：

H2O ⇌ H2 +
1
2O2

的值为 K(2000) = 0.0877 Pa1/2. 平衡是系统各组分是多少？若保持温
度, 将压强加至 104 Pa, 结果又如何？

解

质量作用定律为

xH2x
1/2
O2

xH2O
= P−1/2K(T )

每种组分的摩尔数为

NH2O = 2−∆Ñ NH2 = ∆Ñ NO2 =
1

2
∆Ñ

因此, 总摩尔数为 2 + ∆Ñ/2. 因之

xH2O =
2−∆Ñ

2 + 1
2∆Ñ

xH2 =
∆Ñ

2 + 1
2∆Ñ

xO2 =
1
2∆Ñ

2 + 1
2∆Ñ
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应用质量作用定律得

1√
2

(∆Ñ)3/2

(2−∆Ñ)(2 + 1
2∆Ñ)1/2

= P−1/2K(T )

等式右边已知, 所以可解得,P = 1 Mpa 时 ∆Ñ = 0.005.P = 104 Mpa 时

∆Ñ = 0.023. 因此压强为 1 Mpa 时. 各组分摩尔分数为

xH2O = 0.9963 xH2 = 0.0025 xO2 = 0.0012

压强为 104 Mpa 时,

xH2O = 0.9828 xH2 = 0.0114 xO2 = 0.0057

■

13.3 " 不那么理想" 的系统–Virial 展开法

虽然所有气体在摩尔体积够大的时候都会表象得很“理想”,但是在

不那么理想——摩尔体积 v 不够大——的时候, 其行为会很复杂. 为描述

真实气体相对于理想气体的“初级偏差”, 可以将力学状态方程按 v 的

负幂次展开：

P

T
=
R

v

(
1 +

B(T )

v
+
C(T )

v2
+ · · ·

)
(13.27)

这种展开叫做 Viral 展开；B(T ) 称作第二 Virial 系数,C(T ) 称作第三

Virial 系数, 以此类推. 这几个函数的形式依赖于气体分子间相互作用

力. 图13.2中绘出了几种常见气体第二维利系数对温度的曲线.

与展开物态方程的办法类似, 也可以将摩尔 Helmholtz 势按 v 的负

幂次展开：

f = fideal +RT

[
B(T )

v
+
C(T )

2v2
+
D(T )

3v3
+ · · ·

]
(13.28)

从 P = −∂f/∂v 就可以看出, 上面这两个式子中的 B(T ), C(T ), · · · 都

是对应着相等的.

因此, 所有的热力学量都可以表达成 Virial 展开的形式, 也就是按 v

的负幂展开. 比如摩尔热容可以写作1

cv = cv,ideal+RT

[
1

v

d2BT

dT 2
+

1

2v2
d2(CT )

dT 2
+

1

3v3
d2(DT )

dT 2
+ · · ·

]
(13.29)

1原文下式括号中第三项误写作 1
2v3

d2(DT )

dT2 . 现改正,
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图 13.2: 几种气体的二阶 virial 系数关于温度的函数。由 Holborn 和 Otto 测量得到。数据来自
Statistics Themodynamics, by R. H. Fowler and E. A. Guggenheim, Cambridge University
Press, 1939.

摩尔自由能可写作

u = uideal +RT

[
1

v

dB
dT +

1

2v2
dC
dT +

1

3v3
dD)

dT + · · ·
]

(13.30)

13.4 气体的对应态定律

Virial 展开可以以任意精度来描述真实气体的性质, 但代价就是有

无穷个展开系数. 相较之下,van der Waals 方程抓住了流体的本质, 且只

用了两个参数就成功地引入了相变. 现在问题来了,Virial 展开的各系数

之间是否相互独立？或者说, 它们之间有没有一种普适关系？换种问法,

就是说, 到底存不存在一种可以描述流体状态的普适方程, 而且这个方程

仅包含有限个参数？

在所有流体的物态方程中, 总存在一个特殊点——相变点, 可用相变

时的温度、压强和摩尔体积 Tcr, Pcr, vcr 来描述它. 借用这些参数, 我们

可以定义约化温度 T/Tcr、约化压强 P/Pcr、约化摩尔体积 v/vcr. 自然,

用这些约化量可构造出一个无量纲的状态方程.

有人可能会认为 Tcr, Pcr, vcr 这三个量相互独立. 但只要用不同气体

的参数来实际算算 Pcrvcr/RTcr 这个无量纲的比值, 就会发现它的值异

常规整, 如表 13.1 中所示. 这比值几乎不变 (对一些极性气体其值略小,

比如水蒸气或氨气). 对于正规的流体,Pcrvcr/RT 基本上处在 0.27 左右.

因此,在这三个描述临界点的参数中,只有两个是独立的 (本章中,这个论

断基本上是半经验的). 进一步而言, 我们可绘出 v/vcr 作为变量 P/Pcr
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表 13.1: 一些流体的临界常数和 Pcrvcr/RTcr 值 *

物质 分子量 Tcr(K) Pcr(10
6 Pa) vcr(10

−3 m3) Pcrvcr/RTcr

H2 2.016 33.3 1.30 0.0649 0.30
He 4.003 5.3 0.23 0.0578 0.30

CH4 16.043 191.1 4.64 0.0993 0.29
NH3 17.03 405.5 11.28 0.0724 0.24
H2O 18.015 647.3 22.09 0.0568 0.23
Ne 20.183 44.5 2.73 0.0417 0.31
N2 28.013 126.2 3.39 0.0899 0.29

C2H6 30.070 305.5 4.88 0.1480 0.28
O2 31.999 154.8 5.08 0.0780 0.31

C3H82 44.097 370 4.26 0.1998 0.28
C2H5OH 46.07 516 6.98 0.1673 0.25

SO2 64.063 430.1 7.88 0.1217 0.27
C6H6 78.115 562 4.92 0.2603 0.27
Kr 83.80 209.4 5.50 0.0924 0.29

CCl4 153.80 556.4 4.56 0.2759 0.27
* 从 K. A. Kobe 和 R. E. Lynn, Jr, Chem. Rev. 52, 117(1953) 中摘得

和 T/Tcr 的函数图像. 同样地, 由这些图像所代表的约化物态方程也很

相像.

我们至少可以半定量地断言, 若以约化参数 T/Tcr, P/Pcr, v/vcr 构

造一种普适的状态方程, 则这状态方程将不含那些任意的常数. 这个经验

事实叫做对应态定律.

一般约化状态方程可以用二维形式简洁地写出, 如图13.3(引自 Son-

ntag 和 Van Wylen). 图中的因变量, 也就是纵轴上的量, 是 Pv/RT , 或

0.27(P/Pcr)(v/vcr)(T/Tcr). 自变量是 P/Pcr 和 T/Tcr. 约化压强是横坐

标. 由于约化温度无法在图上直接画出, 所以将不同约化温度下的曲线绘

在坐标图上, 形成一簇等值线.

若想寻找给定 P/Pcr 和 T/Tcr 下的 v/vcr, 可先在横轴上找到所

需 P/Pcr, 然后再定位 T/Tcr. 此时即可确定待找的纵坐标值. 纵坐标是

0.27(P/Pcr)(v/vcr)(T/Tcr), 可以据此求出 v/vcr.

从统计力学模型出发, 可以保证这种近似的普适状态方程的存在. 分

子在距离较小时往往排互相斥 (即当分子有物理上的相互交叠时), 间距

较大时相互吸引. 非极性分子的长程吸引是因为一个分子的瞬时偶极发

生涨落时会极化另一个分子, 因而 van der Waals 力以距离的六次方衰

减. 因之, 两分子间的力可用分子半径 (描述短程斥力) 和长程吸引力的

大小来描述. 这两个描述分子间作用力的参数实际上对应着状态方程中

的两个参数.
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图 13.3: 在约化参数下气体的普适性状态方程。来自 R. E. Sonntag and G. van Wylen, Intro-
duction to Thermodynamics, Classical and Statistical, 2nd edition, 1982, John Wely & Sons,
New York
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13.5 稀溶液：渗透压和蒸气压

气态流体可以用对应态定律来较为精确地描述, 但对于液态流体, 则

没有如此统一的处理方式. 然而对于任意密度的稀溶液, 有一个有用的

一般规律,这规律实际上是将理想气体混合物中的混合熵一项 (见(13.6))

推广到了任意流体混合物上.

考虑一单组份流体系统, 该系统化学势为 µ01(P, T ). 现加入微量的第

二种流体 (即溶质). 则这稀溶液的 Gibbs 势可近似写作如下的一般形式：

G(T, P,N1, N2) ≊ N1ν
0
1(P, T )+N2ψ(P, T )+N1RT ln N1

N1 +N2
+N2RT ln N2

N1 +N2

(13.31)

其中 ψ 是未确定的 P, T 的函数, 而后两项则是从理想气体的混合熵借

鉴来的 (见(13.6)). 由统计力学来看,ψ 代表两类分子之间的相互作用能,

但混合熵则是纯粹由组合上的考虑引起 (在 16章及之后介绍).但目前我

们仅将该方程视作一种经验的、热力学上的近似.

在有效范围之内 (即浓度很小或 N1 ≪ N2 时), 可将第三项展开到

一阶, 即只保留到 N2/N1 项, 且可忽视最后一项的对数中分母上的 N2,

得到

G(T, P,N1, N2) = N1ν
0
1(P, T ) +N2ψ(P, T )−N2RT +N2RT ln N2

N1

(13.32)

由此可分别得溶剂和溶质的偏摩尔 Gibbs 势：

µ1(P, T, x
∂G

∂N1
= µ01 − xRT (13.33)

其中 x 是溶质的摩尔分数 (= N2/N1), 以及

µ2(P, T, x
∂G

∂N2
= ψ(P, T )−RT lnx (13.34)

不妨来看看由这俩结论能得出什么简单且有趣的推论. 先考虑一半

透膜两侧的渗透压.假设该半透膜可以让一种液体通过 (如水等).将少量

溶质 (如糖) 加到膜的一侧, 且先设只有纯溶剂的那一边压强不变 (=P ),

但含有溶质的那一边的压强可以人为改变 (比如改变液面高度什么的).

那么, 当两边的液体相互扩散最后达到平衡时, 有

µ1(P, T, 0) = µ2(P
′, T ′, X) (13.35)
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其中 P ′ 是含溶质一侧的压强, 但现在仍未知. 接下来, 根据式(13.33)得

µ1(P, T, 0) = µ1(P
′, T, 0)− xRT (13.36)

注意我们这里对记号作了点小小变动：将 µ01(P, T ) 写作了 µ1(P, T, 0).

然后将 µ1(P
′, T, 0) 在 P 附近展开

µ1(P
′, T, 0) = µ1(P, T, 0)− ∂µ1(P,T,0)

∂P × (P ′ − P ) (13.37)

= µ1(P, T, 0) + (P ′ − P )v (13.38)

或者, 由式(13.18)得

(P ′ − P )v = xRT (13.39)

左右乘以 N1 可得到稀溶液中的 van’t Hoff 渗透压关系.

V∆P = N2RT (13.40)

液体还有一有趣性质：向液体中加入少量不挥发溶质, 则溶液蒸气

压会下降. 注意到没有溶质时：

µliq(P, T ) = µgas(P, T ) (13.41)

但加入溶质后, 如式(13.36)

µliq(P ′, T )− xRT = µgas(P ′, T ) (13.42)

将第一项在 P 附近展开：

µliq(P ′, T ) = µliq(P, T )+ ⊨liq ×(P ′ − P ) (13.43)

气相那一项也如展开此, 则最终可得

P ′ − P = − xRT

vg − vℓ
(13.44)

因之, 加入溶质会降低蒸气压.

若作进一步近似：vg ≫ vℓ 以及 vg = RT/P (理想气体方程) 则可得

∆P

P
≊ −x (13.45)

这就是 Raoult 定律
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13.6 固体系统

众多固体在相当部分的性质上惊人地一致, 比如热容,16.6会给出详

细说明 (用统计力学模型算出固体的热状态方程).因之,我们暂先推迟对

固体性质的进一步描述, 实际上固体的热性质和液体的没什么定性上的

不同, 而是固体的“热-力”性质对理论提出了新要求.

液体的力学状态可完全由体积刻画, 但固体系统需用一组弹性应变

分量来刻画. 这组量既描述了系统形状上的膨胀, 也描述了角度膨胀 (就

是所谓曲挠). 与此对应的强度参数就是弹性应力. 这些共轭的变量也建

立在热力学的统一框架之下. 若想寻求更多细节, 读者可参考 Duane C.

华莱士的专著3, 或参考该书中所引的文献. 但也需指出, 传统热力学理

论, 虽然仅包含体积一个力学参数, 也完全可以应用到固体上. 对弹性应

变更为细致的分析可给出额外信息, 但并不与传统热力学的结果相冲突,

虽然后者的结论不如前者细致.

在完备的理论中, 广延量既有体积 (即“完全对称的应变”) 也有其

他诸多应变分量. 与此共轭的就是应力分量, 包含压强 P 在内 (即“完全

对称的应力分量”). 若系统的壁除压强外, 对系统并无其他压力, 则其他

的应力张量并不出现, 整个理论又回归传统热力学范畴 (即仅有体积一

个显式力学参数). 与此相反, 在更一般情形下, 额外的应变分量应当被纳

入理论考量中, 其方式与添加任一个广义的广延量完全类似.

3Duane C. Wallace. Thermodynamics of Crystals (Wiley. New York. 1972)
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14.1 总论

对平衡态的刻画是平衡态统计热力学的一大成就，然需承认，那些

超出平衡态的过程确实更引人注目, 在生物学中尤其如此，最引人遐思

的往往是生物的生命过程，而非有机体的最终所达的平衡态, 虽然后者

永远不可避免. 在平衡态统计热力学中, 确实有两种方法能为我们提供一

些热力学过程的信息, 但这两种方法皆非直接对热力学过程进行刻画, 其

描述也相当粗糙. 第一, 由热力学过程的始态和终态, 能够确定某一过程

的总体效果. 第二, 若某过程发生得极慢, 则可将其等同于理想的准静态

过程（虽然后者并无可能实现）.然而这些方法都无法准确的刻画一过程

的速率, 而速率又是物理过程中的一核心问题.

研究物理过程的学问叫做不可逆热力学, 它是对热力学的补充和发

展.

不可逆热力学基于平衡态热力学的诸多基本定律, 且加上了一个额

外的基本原理：物理规律的时间反演对称性.这额外的原理称：若将时间

t 加上一负号, 磁场 Be 也加上一负号, 则物理规律并不发生变化（若所

研究的形同包括基本粒子的嬗变, 则粒子宇称的符号也需改变）. 对于宏

观过程, 这一额外假设不会导致任何可观测的后果. 后面我们会用到时间

反演对称一更简单的说法.

不可逆过程的热力学理论基于 Onsager 倒易定理, 该定理由 Lars

Onsager1在 1931 年一篇相当精彩的论文中首次提出, 但其后二十年, 该

定理并未获广泛关注. 不可逆过程也很有强大的统计力学定理, 如" 涨落

1Lars Onsager, Physical Review 37, 405(1931); 38, 2265(1931)
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耗散定理"2、"Kubo 关系" 以及“线性响应理论”, 这些都基于先前发展

的诸多定理3. 这里我们仅关注基于 Onsager 倒易关系的热力学理论.

14.2 亲和势与流

为叙述 Onsager 定理, 先定义用于描述不可逆过程的一些量. 大体

上, 我们需要两类参数：一类描述驱动某过程的“力”, 另一类描述对这

力的响应.

一般的过程往往发生在连续系统中, 如某棒在连续温度梯度中的热

流传递. 但为简便计, 先来考虑一离散系统, 以从中寻求找到连续系统中

参数的正确方式. 离散系统中, 有一类典型的过程：两个恒温子系之间由

无限薄导热逼隔开, 两子系由这壁进行能量传递.

考虑一两子系组成的复合系统.某一广延量在两子系中分别取值Xk, X
′
k,

由守恒条件得：

Xk +X ′
k = X◦

k , 一常数 (14.1)

若对 Xk, X
′
k 并无其他限制, 则平衡时其值就是下面这个量取 0 时的所

对应的值

Fk =

(
∂(S + S′)

∂Xk

)
X◦

k

=
∂S

∂Xk
− ∂S

∂X ′
k

= Fk − F ′
k (14.2)

因此, 若 Fk 等于 0 则系统处于平衡态, 若不为 0, 则会发生一不可逆过

程, 使系统趋于平衡态.Fk 是熵表象下强度量的差值, 起一个广义力的作

用, 驱使过程发生. 这种广义力称作亲和势

为清晰计, 设想两个系统由一导热壁隔开, 令 Xk 为内能 U . 则亲和

势为

Fk =
1

T
− 1

T ′ (14.3)

若该亲和势为 0, 则无热流通过导热壁. 若该亲和势不为 0, 则这“力”将

引发两系统间的热量流动.

同样, 若 Xk 是体积, 则亲和势 Fk 为 [P/T − (P ′/T/)], 若 Xk 是摩

尔数, 则亲和势为 [µ′k/T
′ − (µk/T )].

可用广延量 Xk 改变的速率来表征系统对力的响应. 定义流 Jk:

Jk =
dXk

dt (14.4)

2Callen and T. Welton, Phys, Rev.83, 34(1951)
3c.f.R. Kubo, Lectures in Theoretical Physics. vol. 1(Interscience, New York.

1959, p. 120-203)
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因此若亲和势为 0, 则流也为 0, 非零的亲和势对应非零的流. 流与亲和

势间的关系表征不可逆过程的速率.

想确定一特定系统中的亲和势,先考虑熵产生率比较方便.将熵 S(X0, X1, · · · )

对时间微分得

dS
dt =

∑
k

∂S

∂Xk

∂Xk

∂t
(14.5)

或写作

Ṡ =
∑
k

FkJk (14.6)

因此熵产生速率就是流与对应亲和势乘积的加和.

当我们将亲和势由离散系统扩展到连续系统时, 熵产生方程将发挥

其重要作用. 当热流通过一无限薄导热壁由一均一子系流向另一子系时,

广义力就是 [ 1T − 1
T ′ ], 但若热量沿一棒流动, 且棒内温度梯度是连续的,

则之前对亲和势的定义不适用于此场合. 不过, 此时我们仍可计算熵产生

速率, 并由此确定亲和势.

有了前面的铺垫, 现考察连续系统. 设想一个三维系统, 其中能量流

和物质流分别由对应的力驱动, 现选择能流密度和物质流密度矢量的个

分量作为流. 因之, 与内能 U 对应, 我们有三个能流 Jox, Joy, Joz. 它们分

别是流密度矢量 Jo 的 x, y, z 分量. 由定义可知,Jo 的大小是单位时间内

流过单位面积的能量, 方向是该能流的方向. 与此相似, 流密度 Jk 可以

描述一特定化学物质在单位时间单位面积内流过的量,Jkx, Jky, Jkz 则是

对应的三个流.

为确定亲和势, 现尝试写出类似(14.6)那种形式的熵产生率. 首先遇

到的问题就是如何定义非平衡态系统中的熵. 这问题可按照如下形式解

决.

对每一无限小区域, 我们都按照在平衡态中的处理方式, 写出熵函

数 S(X0, X1, · · · ), 其中熵对各广延量的依赖关系与平衡态中的完全一

样. 也就是说, 一小区域内的熵由平衡态的基本方程确定, 方程中的广延

量都是该区域内的参数 X0, X1, · · · . 那么就有

dS =
∑
k

Fk dXk (14.7)

或将每个量都换成单位体积内的量4

ds =
∑
k

Fk dxk (14.8)

4本章剩余部分中的小写字母皆表示单位体积内的量而非单位摩尔量.
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此式中的求和号就不包括体积项了, 因而求和号中的项数比(14.7)中的

少.

再次强调, 局部的强度量 Fk 对各局部的广延量的函数关系与其在

平衡态时一样. 这定义允许我们描述在棒中连续变化的温度, 而不必再拘

泥于平衡态热力学中所称的只有平衡态才有的温度的论断.

由等式(14.7)可自然定义出熵流密度 JS

JS =
∑

FkJk (14.9)

其中 Jk 是广延量 Xk 的流密度.JS 的大小就是单位面积单位时间内流

过的熵之量.

局部熵产生速率等于熵离开该区域的速率加上该区域内熵增加的速

率. 若以 ṡ 记单位体积内熵产生速率, 以 ∂s/∂t 记单位体积内熵增加的

速率, 则

ṡ =
∂s

∂t
+∇ · JS (14.10)

若广延量是守恒的, 比如能量 (无化学反应时)、摩尔数, 则这些量对应的

连续性方程为

0 =
∂xk
∂t

+∇ · Jk (14.11)

现在我们就来明确求出 ṡ 并确定连续系统的亲和势.

等式(14.10)中第一项, 可以按照(14.8)写成

∂s/∂t =
∑
k

Fk
∂xk
∂t

(14.12)

第二项可将(14.9)求散度后得到

∇ · JS = ∇ ·

(∑
k

FkJk

)
=
∑
k

∇Fk · Jk +
∑
k

Fk∇ · Jk (14.13)

因而(14.10)变为

ṡ =
∑
k

Fk
∂xk
∂t

+
∑
k

∇Fk · Jk +
∑
k

Fk∇ · Jk (14.14)

最后, 根据(14.11), 可发现第一项和第三项抵消了, 所以有

ṡ =
∑
k

∇Fk · Jk (14.15)

所以在连续系统中, 亲和势是熵表象下强度量的梯度, 而在离散系统中,
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亲和势是熵表象下强度量的差值.

若以 Joz 记能流密度的 z 分量, 则与之相联系的亲和势 Foz 是

∇z(1/T ), 即温度导数之梯度的 z 分量. 若以 Jk 记第 k 个摩尔数流密

度（就是第 k 个组分在单位时间单位面积内流过的摩尔数）, 则对应 Jkz

的亲和势是 Fk,z = −∇z(µk/T ).

14.3 纯阻滞系统和线性系统

在某些系统内, 每一时刻的流仅依赖于该时刻的亲和势之值, 称这样

的系统为“纯阻滞”的系统.

非纯滞抗系统中的流有可能依赖于之前的亲和势之值和当下的亲和

势之值. 比如在电学中, 仅含电阻的电路就是一个纯阻滞系统, 而若电路

包含电感或电容, 则它就不是纯阻滞系统. 这种非纯阻滞系统有记忆效

应.

虽然纯阻滞很大程度上限制了系统的种类, 但在实践中, 除了电学系

统外, 还有很大一部分有价值的系统是纯阻滞的. 当然, 其他非纯阻滞系

统确实存在, 其理论基础是之前在14.1提到的涨落耗散定理或 Kubo 公

式.

对一纯阻滞系统而言, 根据定义, 每一局部流都仅依赖于当前时刻下

的局部亲和势和其他的局部强度量. 若用脚标表示各分量则流可写作：

Jk = Jk(F0,F1, · · · ,FJ , · · · ;F0, F1, · · · , Fj , · · · ) (14.16)

因此, 第 k 种组分的局部摩尔数流密度依赖于温度倒数之梯度、每种组

分的 µJ/T 的梯度以及局部温度、压强诸如此类. 应当注意, 我们并未

假设每个流仅依赖它自己的亲和势, 事实上, 它有可能依赖于所有的亲和

势. 当然, 每个流对其自己的亲和势的依赖更强烈, 但对其他亲和势的依

赖同样也能引起不可逆领域中相当有趣的现象.

当亲和势为 0 时, 每个流 Jk 也为 0, 所以可将 Jk 按亲和势的幂级

数展开且展开中无常数项：

Jk =
∑
j

LjkFj +
1

2!

∑
i

∑
j

LijkFiFj + · · · (14.17)

其中

Ljk =

(
∂Jk
∂Fj

)
0

(14.18)

Lijk =

(
∂2Jk

∂Fi∂Fj

)
0

(14.19)
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函数 Ljk 称作动力学系数, 是局部强度参数的函数

Ljk = Ljk(F0, F1, · · · ) (14.20)

函数 Lijk 称作二阶动力学系数, 也是局部强度参数的函数. 三阶和更高

阶的动力学系数的定义类似.

Ljk = Ljk(Be) (14.21)

为了更清楚地叙述 Onsager 倒易定理, 可先简单地考虑在外磁场 Be 中

的动力学系数, 暂且不考虑其他强度参数.

Onsager 定理称

Ljk(Be) = Lkj(−Be) (14.22)

就是说, 在外磁场 Be 中的动力学系数 Ljk 等于在反向磁场 −Be 的动

力学系数 Lkj.

Onsager 定理实际上是说, 在第 j 个亲和势对第 k 个流的线性影响,

与在反向磁场中的第 k 个亲和势对第 j 个流的线性影响之间, 有一种对

称性.

有一类情况在实践中很有价值,这种情况下,亲和势很小以至于(14.17)中

所有二次项及高次项都可忽略. 此时, 下面这截断的近似式就足以描述热

力学过程：

Jk =
∑
j

LjkFj (14.23)

这情况称作线性纯阻滞过程. 用 Onsager 定理分析这种过程特别得力.

你可能会感到惊讶, 很多人们感兴趣的物理过程都是线性的. 实际

上, 实验室中的多数亲和势都是很小的, 所以其实我们处理的系统对平衡

态的偏离往往很小.

有一条唯象的规律：热导体中的能量流正比于温度梯度. 以 Jo 记能

流密度, 实验告诉我们这样一个线性定律：

Jo = −κ∇T (14.24)

其中 κ 是该导体的热导率. 可将上式重新写作一更恰当的形式：

Joz = κT 2∇z

(
1

T

)
(14.25)

x, y 分量类似. 可以看见, κT 2 就是动力学系数. 这实验定律中没有诸如
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[∇(1/T )]2, [∇(1/T )]3之类的高阶项,这意味着通常的温度梯度在(14.17)的

意义下都很小.

电导中的 Ohm 定律、扩散中的 Fick 定律都是线性的唯象规律, 它

们都说明, 通常的亲和势下, 热力学过程中的高阶项都可以被忽略. 另一

方面, 无论是化学体系中实现线性区域还是非线性区域都很容易, 这取决

于摩尔浓度偏离平衡的程度. 虽然上面这类线性过程很常见, 并引起了人

类的注意, 但需指出, 并非所有过程都是线性的, 而且 Onsager 定理也不

仅适用于这类线性系统.

14.4 Onsager 倒易性的理论基石

我们之前仅仅叙述了一下 Onsager 倒易定理, 并未给出其证明. 在

讲这些定理的应用之前, 我想应该指出 Onsager 倒易定理与物理定律是

反演对称性之间的深层关系.

以纯粹热力学的视角来看, 若一系统与某库相连, 则其广延量为一定

值. 事实上, 若允许一广延量（如能量）在系统和库间任意流动, 则该量

确实会自发地进行连续不断的涨落. 这种涨落速度非常快, 而宏观观测值

则把这种涨落平均掉了（可见第一章的讨论）. 若时机恰巧, 也有可能发

生特别大的涨落, 对能量大小的影响不可忽略. 若在这种涨落回归之前,

将系统与库解耦, 则系统温度会降低. 但若并未及时解耦, 涨落会很快衰

退, 因库中能量会自发流入系统.

Onsager 预设, 自发的涨落与宏观上库与缺少能量的系统之间的能

量流动 (或其他量的流动) 是一样的.

设想这样一个系统, 它与两个库相连, 这两库分别对应系统的广延量

Xj , Xk, 并用 X̂j , X̂k 记这两个量的瞬时值, 以 δX̂j 记 X̂j 对其均值

的偏离.那么 δX̂j 可以描述涨落,其平均值是 0.但 (δX̂j)
2 的平均值（用

⟨(δX̂j)
2⟩ 表示）却不是 0. 相关矩 ⟨δX̂jδX̂k⟩ 也不是 0. 仅需将热力学稍

微延伸一点, 引入一些非常基础的统计力学, 就可以精确地算得涨落的相

关矩（可见 19 章）.

比相关矩更一般的是延滞相关矩 ⟨δX̂jδX̂k(τ)⟩,其中的 δX̂k(τ)代表

比 δX̂j 晚 τ 时间所得的涨落.Onsager 所考虑的正是延滞相关矩.

延滞相关矩服从某些对称性, 这些对称性来自物理定律的反演对称.

具体一点, 若无磁场存在, 则延滞相关矩在替换 τ → −τ 下不变：

⟨δX̂jδX̂k(τ)⟩ = ⟨δX̂jδX̂k(−τ)⟩ (14.26)

考虑到时间的相对性, 也可以写作

⟨δX̂jδX̂k(τ)⟩ = ⟨δX̂j(τ)δX̂k⟩ (14.27)
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上式左右两边减去 ⟨δX̂jδX̂k⟩ 并处以 τ 得

⟨δX̂j
δX̂k(τ)− δX̂k

τ
⟩ = ⟨δX̂j(τ)− δX̂j

τ
δX̂k⟩ (14.28)

当 τ → 0 时, 可得先前提过的方程的导数形式

⟨δX̂jδ
ˆ̇Xk⟩ = δ ˆ̇XjδX̂k⟩ (14.29)

现假设, 涨落 δ ˆ̇Xk 的衰减遵从宏观过程中的线性动力学规律：

δ ˆ̇Xk =
∑
i

LikδF̂i (14.30)

将(14.29)代入得

∑
i

Lik⟨δX̂jδF̂i⟩ =
∑
i

Lij⟨δF̂iδX̂k⟩ (14.31)

涨落理论告诉我们一看起来相当有道理的结论：无外磁场时,每个亲

和势的涨落仅与其对应的广延量相关,也就是说,不存在 ⟨δX̂jδF̂i⟩, i ̸= j

这种形式的交叉项. 进一步而言,“对角”上的相关函数（就是 i = j）取

值为 −kB（虽然具体取值目前并不重要）

⟨δX̂jδF̂j⟩ =

−kB ifi = j

0 ifi ̸= j
Be = 0 (14.32)

所以无外磁场时 Lij = Lji, 这就是 Onsager 倒易定理 (方程(14.22)).

有外场时, 该定理的证明形式和上面上差不多, 也是依赖与自发涨落

相关函数的类似的对称性.

虽然 Onsager 倒易关系的理论基础基于微观的涨落理论, 但其应用

（唯象动力学方程）却是纯粹宏观的. 为强调 Onsager 定理的重要性, 在

叙述后面相关的统计力学理论之前, 我们先着重强调一下该理论的热力

学应用. 下面一节阐述 Onsager 定理在热电效应上的应用.

14.5 热电效应

热电效应是包括很多种与系统中的电流和同时刻的“热流”都有关

的现象.Kelvin 爵士于 1854 年总结了这些现象之间的关系, 并尝试解释

了这种关系.然而,保守地说,这种解释不甚合理,由它既能导出正确地结

论也能导出错误的结论. 这种解释经常死灰复燃, 并宣称自己是严格的,

读者在看热力学文献时应当谨慎对待.

为用 Onsager 倒易关系分析热电效应, 可考虑一导体, 其中有同向
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的热流和电流流过, 电流由运动的电子携带. 若 s 是局部熵密度

ds = 1

T
du−

∑
k

(µk
T

)
dnk (14.33)

其中 u是局部能量密度,µ是电子的电化学势（单个电子的）,n是单位体

积内电子数, 求和号亦遍及其他组分. 所谓其他组分, 是指组成固体的各

种原子核. 需注意, 我们将 n 视作电子数目而非电子的摩尔数, 相应的 µ

也是每个粒子的电化学势而非每摩尔的. 这种记法与惯常的用法只差一

个 Avogadro 常数.

正如(14.7)可导出(14.9), 由(14.3)也可导出：

JS =
1

T
JU − µ

T
JN (14.34)

其中 JS ,JU ,JN 分别是电子熵流密度、电子能流密度、电子数流密度.其

他组分视作不可移动, 所以不产生流, 因而在(14.34)中无对应项.

用导出(14.5)的方法, 可以得到

ṡ = ∇ 1

T
· JU −∇µ

T
· JN (14.35)

JU 和 −JN 的各分量充当流的角色, 对应的亲和势就是 ∇(1/T ),∇µ/T .

为简单计, 假设所有的流和力都沿 x 轴方向, 并略去脚标 x, 则线性动力

学规律可写作

−JN = L′
11∇

µ

T
+ L′

12

1

T
(14.36)

JU = L′
21∇

µ

T
+ L′

22∇
1

T
(14.37)

根据 Onsager 定理有

L′
12(Be) = L′

21(−Be) (14.38)

阐述(14.38)的物理结论前, 先将这动力学方程重写成一等价但更具

启发性的形式. 虽然 JU 是总内能的流密度, 但我们先讨论热流密度. 参

考关系式 dQ = T dS, 可将热流密度 JQ 定义作

JQ = TJS (14.39)

或由(14.34)

JQ = JU − µJN (14.40)

以粗略的直觉来看,µ是每个粒子的势能,µJN 就是势能的流密度,总能流
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密度减去势能流密度就得到热流密度, 后者其实某种意义上其实是动能

流密度. 总之, 我们可以把(14.34)中的 JU 用 JQ 表示, 得到

ṡ = ∇ 1

T
· JQ − 1

T
∇µ · JN (14.41)

由这方程可知,若将 JQ和−JN 各分量作为流,则对应亲和势就是∇(1/T ), (1/T )∇µ

的相应分量. 一维情形下的动力学方程可写作

−JN = L11∇
1

T
+ L12

1

T
(14.42)

JU = L12∇
1

T
+ L22∇

1

T
(14.43)

Onsager 关系成为

L12(B) = L21(−−Be) (14.44)

读者应验证动力学方程(14.42)(14.43)也可通过把(14.40)代入上一组动力

学方程(14.36)(14.37)得到, 而不必借助(14.41).

热流的重要性可以另一种方式说明. 暂先考虑一个稳态的流. 则 JU

和 JN 都没有散度, 所以对(14.40)取散度得

∇ · JQ = −∇µ · JN (在稳态流的条件下) (14.45)

这是说,处于稳态时,热流增长的速率等于势能流减少的速率.进一步,将

该式代入(14.41)得

ṡ = ∇ 1

T
JQ +

1

T
· JQ (14.46)

这意味着, 熵产生率有两个来源：第一项是热由高温流向低温处所产生

的熵, 第二项是热流本身的出现所产生的熵.

现在起我们将动力学方程(14.42)(14.43)和对称条件(14.44)视作基本

方程, 以便研究系统内的热流与电流.

14.6 传导率

设想这样一系统, 该系统中电流和热流都稳定地沿 x 轴流动, 且无

外磁场. 省略脚标 x, 有

−JN = L11∇
1

T
+ L12

1

T
(14.47)

JU = L12∇
1

T
+ L22∇

1

T
(14.48)
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该式已用 Onsager 定理进行了化简：

L21 = L12 (14.49)

上面的动力学方程中的三个动力学系数与一些相当常见的量有关

系, 如电导等. 为找出这关系, 首先对电子的电化学势作一简要描述. 我

们可将 µ 视作两部分之和：化学部分 µc 和电学部分 µe:

µ = µc + µe (14.50)

若电子所带电量为 e, 则 µe 就是 eϕ,ϕ 是通常的静电势. 化学势 µc 是温

度和和电子浓度的函数. 换种说法就是, 单位电量的电化学势是 (1/e)µ;

取梯度：(1/e)∇µ, 这是电场 (1/e)∇µe 和有效驱动力 (1/e)∇µc 之和, 后

者是由浓度梯度产生的.

电导 σ 定义为, 在等温系统内, 单位大小的势梯度 (1/e)∇µ 下的电

流密度 eJN .容易知道 (1/e)∇µ其实就是电动势 (emf), 若在系统均匀且

等温, 则有 ∇µc = 0,∇µ = ∇µe. 因之, 依定义有

σ = −eJN/
1

e
∇µ 当∇T = 0时 (14.51)

代入(14.47)有

σ = e2L11/T (14.52)

与此类似, 热导 κ 定义为零电流时单位温度梯度下的热流密度

κ ≡ −JQ/∇T 当JN = 0时 (14.53)

同时解两个动力学方程, 可得

κ =
D

T 2L11
(14.54)

其中 D 表示动力学系数矩阵的行列式

D ≡ L11L22 − L2
12 (14.55)

14.7 Seebeck 效应和热电功率

Seebeck 效应就是在电流为 0 时. 热电偶中会产生电动势.

设想一个热电偶,一端温度为 T1,另一端为 T2(T2 > T1),如图14.1所

示. 电压计处在热电偶的一条臂上, 其位置正好是温度为 T ′ 的地方. 电

流无法通过该电压计, 但热流并不受限. 我们用 A 和 B 来标记组成热电
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图 14.1: .

偶的两种材料. 当 JN = 0 时, 由动力学方程可知, 对每一个导体, 都有

∇µ =
L22

TL11
∇T (14.56)

因而

µ2 − µ1 =

∫ 2

1

LA
12

TLA
11

dT (14.57)

µ2 − µ′r =

∫ 2

r

LB
12

TLB
11

dT (14.58)

µ′l − µ1 =

∫ l

1

LB
12

TLB
11

dT (14.59)

从方程中消去 µ1, µ2 得

µ′r − µ′l =

∫ 2

1

(
LA
12

TLA
11

− LB
12

TLB
11

)
dT (14.60)

但由于电压计上没有温度差, 所以电压就是

V =
1

e
(µ′r − µ′l) =

∫ 2

1

(
LA
12

eTLA
11

− LB
12

eTLB
11

)
dT (14.61)

热电偶的热电功率 εAB 定义为单位温度差造成的电压差. 其符号这样规

定：若电压的增长会导致热量由 A 流向 B, 则 ε 为正. 因此

εAB =
∂V

∂T2
=

(
−LB

12

eTLB
11

)
−
(

−LA
12

eTLA
11

)
(14.62)

定义单个媒质的绝对热电功率为

εA =
−LA

12

eTLA
11

(14.63)

则热电偶的热电功率为

εAB = εB − εA (14.64)

如果我们将电导 σ、热导 κ、绝对热电功率 ε 当做某一媒质的三个
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图 14.2: .

重要的动力学参量, 则可将动力学系数以这三个参量表示出来, 以此可将

动力学方程写成如下形式

−JN =

(
Tσ

e2

)
∇µ

T
−
(
T 2σε

e

)
1

T
(14.65)

JU = −
(
T 2σε

e

)
∇µ

T
+ (T 3σε2 + T 2κ)∇ 1

T
(14.66)

若将这两个动力学方程中的 (1/T )∇µ 消去, 并用 JN 和 ∇(1/T ) 来

表示 JQ, 则可找到一个绝对热电功率的相当有趣的且具有启发意义的解

释：

JQ = TεeJN + T 2κ∇ 1

T
(14.67)

或将 JS = JQ/T 代入

JS = εeJN + Tκ∇ 1

T
(14.68)

按这个方程来看, 电流中每个电子都携带大小为 εe 的熵. 这熵流不包含

在 Tκ∇(1/T ) 中, 后者与电流无关. 热电功率可视作单位库伦电子流所

运输的熵（不包括热流熵）.

14.8 Peltier 效应

所谓 Peltier 效应, 是指当电流流过两种等温的材料时, 温度差不再

是 0. 设想两个等温导体 A 和 B 接在一起, 电流 eJN 按图14.2那样流

动. 在两导体的连接处, 总能流是不连续的, 这种连接处的能量差就表现

为 Peltier 热. 已知 JU = JQ + µJN , 又因为 µ 和 JN 在连接处都是连

续的, 所以 JQ 的间断差就等于 JQ 的间断差:

JA
U − JA

U = JA
Q − JB

Q (14.69)

因为两材料等温, 所以可由动力学方程(14.65)(14.66)导出, 在每个导体,

有

JQ = Tε(eJN ) (14.70)
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因之

JB
Q − JA

Q = T (εB − εA)(eJN ) (14.71)

Peltier系数 πAB 定义为单位电流通过导体 A和 B的界面时所需的

热量. 即

πAB =
(
JB
Q − JA

Q

)
/eJN = T (εB − εA) (14.72)

等式(14.72)将 Peltier系数和绝对热电功率联系在一起.它是 Kelvin

在 1854 年由经验事实总结出的关系之一, 叫做第二 Kelvin 关系式.

我们导出(14.72)的手段是通用的, 在其他用到 Onsager 关系的各种

实际问题上也可以照搬这个方法. 现在我们来回顾下该方法的过程. 首

先写下线性的动力学方程, 用 Onsager 关系消去某些动力学系数. 然后

分析不同的效应, 将其用动力学系数表达出来. 当各种效应对应系数的数

目与动力学系数一样多时, 可以将动力学方程用这些系数表示出来（比

如(14.65)(14.66)）. 接下来, 任何其他的效应都可基于这组动力学方程来

分析, 方法与(14.72)的类似, 这个效应可用动力学方程的系数表示.

14.9 Thomson 效应

Thomson 效应是指, 电流在温度梯度场中流动时带来的热变化.

设想一个导体, 其中有热流无电流. 温度依赖于各动力学系数, 并因

此在导体内产生一个分布. 接下来, 让导体的每一点都与一个特定的热库

相接触, 该热库温度需对应点相同, 所以热库与导体间无热交换. 现令一

电流流过导体. 此时, 热库与导体会发生热交换. 这种热交换由两部分组

成：Joule 热和 Thomson 热.

当电流流过导体时, 总能流的任何变化都将引起与热库的能量交换.

因此需计算 ∇ · JU

∇ · JU = ∇ · (JQ + µJN ) = ∇ · JQ +∇µ · JQ (14.73)

可用(14.67)(14.68)中的 JN 和 ∇(1/T ) 将上式重新写为

∇·JU = ∇·
(
TεeJN + T 2κ∇

)
+

(
−e

2

σ
JN + T 2eε∇ 1

T

)
·JN (14.74)

或

∇ · JU = T∇ε · (eJN ) +∇ ·
(
T 2κ∇ 1

T

)
− e2

σ
JN (14.75)

然而,温度场是在没有电流时建立的,我们知道在这种情况下 ∇·JU = 0.
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将 JN = 0,∇ · JN = 0 代入上式可知, 该温度场下, 式中第二项为 0, 因

此

∇ · JN = T∇ε · (eJN )− 1

σ
(JN )2 (14.76)

进一步, 注意到热电功率是局部温度的函数, 可以写出

∇ε = dε
dT∇T (14.77)

与

∇ · JN = T
dε
dT∇T · (eJN )− 1

σ
(JN )2 (14.78)

第二项是 Joule热,不管有无温度梯度,都会由电流产生.第一项是 Thom-

son 热, 是当电流流经温度场时从热库中吸收的.Thomson 系数 τ 定义为

单位电流和单位温度梯度下吸收的 Thomson 热.

τ =
Thomson 热

∇T · (eJN ) = T dε
dT

(14.79)

因此 Thoms 效应的系数与热电功率对温度的导数有关.

等式(14.72)(14.79)可总结出 Kelvin 第一关系式

dπAB

dT + τA − τB = εA − εB (14.80)

Kelvin 用能量守恒单独得到这关系式.

在一垂直磁场存在下, 会产生热磁效应, 其种类非常多. 若场为 z 轴

方向, 则 x 方向的电流会产生 y 方向的电化学势梯度. 这就是 Hall 效

应. 类似,x 方向的热梯度会产生 y 方向的电化学势, 即 Nernst 效应. 其

分析方法5与热电效应的类似,只需在 Onsager定理中加入场(14.22)就行

了.

5H. Callen. Phys. Rev. 73, 1349(1948)
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1 原文为“macroscopic”（宏观
系统），显然与下文不符（能级量

子化是微观系统的特性），怀疑此

处为笔误，译文进行了修改。

2 即 Schrodinger 方程的能量本
征解。

15. 熵表象下的统计力学：微正则系综

（译者注：原文所有的 ‘formalism’翻译为“系综”。如 ‘microcanonical

formalism’ 译作“微正则系综”。）

15.1 封闭系统的熵的物理意义

热力学是普适而有力的理论体系，并且只以几个简单假设为基础。熵

在热力学假设中处于核心地位，它是作为极值原理决定平衡态的抽象数

学函数引入的，然而在之后的理论中，熵与能量、体积、摩尔数、磁矩

等物理量一样，是系统的广延量。后面几个量都有清晰而基础的物理意

义，而熵在其中显得格格不入。

统计力学诠释了熵的物理意义，从而为极值原理提供了启发性的论

证。对于一些有解析解的简单系统，这种诠释能够直接计算熵，于是也

得出了基本方程。

首先考虑一个体积、粒子数固定的封闭系统，为了明确起见不妨认

为其中是液体（别的也可以）。系统的限制条件是参量 U, V,N 的值不

变，量子力学表明，微观系统1给定的 U, V,N 可以对应多个分立的量子

态，系统可能处于这些状态中的任何一个。

人们也许天真地以为，初始位于某个定态2的系统将永远保持那个状

态，实际上这就是量子力学入门课告诉我们的；表面上看，指定了特定

状态的“量子数”是“运动常数”。这一简单的“虚构”看法在研究微观

原子系统（这也是量子力学应用最广的领域）尚可接受，而在研究宏观

系统时则大错特错。

这一显然的悖论源自物理系统的孤立性假设。没有任何物理系统是

真正孤立的。微弱而长程的引力、电磁力等等充满了整个空间，不仅空
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3 原文：The number of mi-
crostates among which the sys-
tem undergoes transitions, and
which thereby share uniform
probability of occupation, in-
creases to the maximum per-
mitted by the imposed con-
straints. 原文意思有所重复，译
文进行删减。

间上分离的两个系统有力的作用，而且力场自身是一种物理系统、参加

与“孤立系统”的相互作用。真空现在被认为是具有复杂涨落实体——

在其中不断发生着电子、正电子、中微子以及其他无数神秘的亚原子实

体产生、再吸收的过程。所有这些事件都可以与“孤立系统”发生耦合。

对于简单系统（例如氢原子），上面提及的微弱相互作用几乎不会引

起量子态的跃迁。因为氢原子等等系统量子态的能量范围较大，空间中

微弱的随机相互作用提供不了这么大的能量使能级改变。即便如此，这

种“几乎不会”的过程还是可以发生的，一个处于激发态的原子会“自

发”发射一个光子，然后衰变到低能态。量子场论揭示了这种表面上“自

发”的跃迁实际上是激发态原子与真空模式相互作用而诱发的结果。这

种原子不会无限长的处于一个态，因为它会与真空模式进行相互作用。

宏观系统的量子态是连续的，各能级之差是微小的。对于大量原子

组成的宏观系统，单个原子的能量本征态“分裂”成系统的 1023 个本征

态，因此平均的能级差减小了 ∼ 1023 倍。这样，即使最微弱的随机相互

作用场或者真空涨落的微弱耦合也能够让系统在不同状态之间演化。

更加真实的看法是，宏观系统在它可能的各量子态之间不断进行随

机、迅速的跃迁。宏观测量只能测到无数量子态的平均性质。

原文： A realistic view of a macroscopic system is one in which

the system makes enormously rapid random transitions among its quan-

tum states. A macroscopic measurement senses only an average of the

properties of myriads of quantum states.

所有“统计力学学家”都同意上一段的结论，然而在诱发跃迁的主

要的物理机制上有分歧。不同的物理机制相互竞争，有的机制也许在某

些甚至所有系统中都居主导地位。这些都无所谓——任何机制都行，只

要保证系统在量子态之间的跃迁是随机、迅速的就好了，统计力学理论

只要求这一点。

既然这种跃迁是随机发生的，那么很可以假设宏观系统处于任意可

能的状态的概率相等——“可能的状态”是指系统在外部约束下可以处

于的状态。

系统处于所有可能微观态的等概率假设是统计力学的基本假设。第

III 部分将进一步探究它的可靠性，现在只要接受就可以了，它具有先验

的合理性，从它导出的结论大获成功。

假设系统的某些限制被移除，例如打开阀门让系统膨胀至更大体积。

从微观层面看，移除限制的过程使得原来某些不可达到的微观态变得可

以达到，系统可以在这些新的可能状态之间跃迁。一段时间后，新旧状

态的差别就消失了，系统在增广了的状态集合里等概率随机跃迁。微观

态数目增长到相应限制之下的最大值。3

这与热力学里面熵的假设太像了！热力学假设熵在给定约束下取最
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4“系综”的英文为“ensemble”，
为了与其他教材说法一致我们将

“xx formalism”都译成了“xx
系综”。

大值。这暗示着熵与宏观约束相应的微观态数目是一回事。

但是有个问题：熵是广延量，具有可加性，而微观态数目是相乘的。

即复合系统的微观态数为子系统状态数的乘积（例如两个骰子的“微观

态”数为 6× 6 = 36）。为了用微观态数目解释熵，我们得定义一个与状

态数有关的、可加性的量。（唯一的！）答案是微观态数目的对数（乘积

的对数等于各因子对数之和），即

S = kB lnΩ. (15.1)

其中 Ω表示宏观约束相应的微观态数目。常数因子 kB（称为 Boltzmann

常数）仅仅用来决定 S 的取值，通常定义与温度的 Kelvin温标一致，即

T−1 = ∂S/∂U . 后面会看到这要求 kB = R/NA = 1.3807× 10−23 J/K.

熵的定义式(15.1)是统计力学的基础。

就像热力学在 Legendre变换的处理下更加便利那样，上面的这个额

外假设用类似的数学理论加以处理会更有效，当然即使不这样处理，这

个简洁的新假设也是完备的，足以发展出统计力学理论。直接应用该假

设，也就是直接计算系统可能的状态数目的对数，原则上能算出 S 关于

宏观限制 U, V,N 的函数，这就是熵表象下的统计力学，或者用场论的

说法，是微正则系综 (microcanonical formalism)4之中的统计力学。

本章其余几节要处理一系列微正则系综的例子，从而说明新假设的

完备性。

就像热力学当中熵表象并不总是最方便的表象那样，统计力学的微

正则系综经常是没有解析解的。通常要用到 Legendre表象变换，这在下

一章讲述。即使如此，微正则系综仍然建立起统计力学清晰、基本的逻

辑基础。

习题

15.1-1. A system is composed of two harmonic oscillators each of natu-

ral frequency ω0 and each having permissible energies (n+
1

2
)ℏω,

where n is any non-negative integer. The total energy of the system

is E′ = n′ℏω, where n′ is a positive integer. How many microstates

are available to the system? What is the entropy of the system?

A second system is also composed of two harmonic oscillators,

each of natural frequency 2ω0. The total energy of this system is

E′′ = n′′ℏω0, where n′′ is an even integer. How many microstates

are available to this system? What is the entropy of this system?

What is the entropy of the system composed of the two preceding

subsystems (separated and enclosed by a totally restrictive wall)?

Express the entropy as a function of E′ and E′′.
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Answer:

Stot = kB ln
(
E′E′′

2ℏ2ω2
0

)
15.1-2. A system is composed of two harmonic oscillators of natural fre-

quencies ω0 and 2ω0, respectively. If the system has total energy

E = (n+
1

2
)ℏω0, where n is an odd integer, what is the entropy of

the system?

If a composite system is composed of two non-interacting subsys-

tems of the type just described, having energies E1 and E2, what

is the entropy of the composite system?

15.2 晶体的 Einstein 模型

将熵与微观态数目联系起来之后，据此就能计算宏观系统的基本方

程。下面首先将这个方法应用于 Einstein的描述非金属晶体的简化模型。

首先解释一下为啥这么早讨论特定的模型。在本书热力学部分的共

十一章里面很少涉及特定系统，即使有所讨论也游离于理论的主体框架

之外。在讲述统计力学的时候却早早涉及了特定模型，并且后面还会讨

论更多。这一差别部分源于教学惯例，某种程度上，这反映出了统计力

学理论框架的简洁性：在热力学的基础上加上熵的逻辑诠释就好了；于

是，讨论的重点移动到理论的应用上，统计力学应用的范围极其广泛：固

体物理、液体理论、聚合物物理等等。此外，更重要的原因是，计算系

统可能状态的数目需要大量技巧与实践经验，这要求我们必须讨论实际

的应用问题。

为了解释晶体的热力学性质，Albert Einstein 于 1907 年提出了一

种高度理想化的、只考虑晶体振动模式的模型，电子激发、原子核模式

以及其他类型的激发态都忽略掉。不过，在既不太低（不太接近绝对零

度）也不太高的时候，这个模型至少在定性上是正确的。

Einstein模型的主要内容是：将晶体中的 Ñ 个原子视为由简谐回复

力束缚在平衡位置附近的。每个原子在平衡位置附近的三维方向以自然

频率 ω0 振动.

回忆一下1.2节，晶体原子更实际的模型是在相邻原子之间简谐振动，

而非在平衡点附近。于是这些振动模式之间强烈耦合，产生 3Ñ 个集体

振动模式，振动频率从零（对应长波模式）到某个最大频率（也就是波

长最小的模式，波长小到原子间距量级就不能更小了）。高频模式比低

频模式多得多，这导致频率倾向于集中在某个狭小的频率范围内，这样

Einstein 频率 ω0 就能粗略近似。

Einstein 模型中，晶体的 Ñ 个原子替换为 3Ñ 个简谐振动模，它们

具有相同的自然频率 ω0.
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图 15.1: 黑板上的排列组合问题：将 U/(ℏω0) 个相同的小球放入 Ñ 个不同的盒子，计算有多少
放法。

便利起见，通常选择能量零点使得谐振子 ω0的能量取分立值 nℏω0, n =

0, 1, 2, 3, . . . 其中 ℏ = h/2π = 1.055× 10−34 J · s, h 是 Planck 常量。

用量子力学的说法，每个谐振子可以被“能量量子 ℏω0 的整数倍所

占据”。

现在不难算出系统可能的状态数目（以及熵）。系统能量 U 视为

由 U/(ℏω0) 个能量量子组成，这些量子分布于 3Ñ 个振动模式当中。将

U/(ℏω0) 个量子分布到 3Ñ 个模式的分配方式的数目，就是系统可能的

状态数目 Ω.

该问题等价于计算将 U/(ℏω0)个相同的小球放入 3Ñ 个不同的盒子

一共有几种放法。

这个组合问题可以这样解决。假设有 U/(ℏω0) 个相同的小球以及

3Ñ − 1 根火柴棒，我们试着将它们以任意顺序排成一排。图 15.1 是其

中一种排法，它对应的分布是：第 1 个模式有 3 个能量量子（小球）、第

2 模式有 2 个、第 3 模式没有，等等等等，最后一个（第 3Ñ 个）模式

的有 2个量子。因此将 U/(ℏω0)个量子分布到 3Ñ 个模式的分布方式数

目，等于 (3Ñ − 1 + U/ℏω0) 个物体（其中有 U/ℏω0 个相同的小球或能

量量子、3Ñ − 1 个不同的火柴棒）的置换数，它等于：

Ω =
(3Ñ − 1 + U/ℏω0)!

(3Ñ − 1)!(U/ℏω0)!
≈ (3Ñ + U/ℏω0)!

(3Ñ)!(U/ℏω0)!
. (15.2)

这样就算得差不多了，对 Ω 取自然对数再乘 kB 就得到了熵。为了简化

结果，我们利用大数对数的近似式——Stirling 公式：

ln(M !) ≈M lnM −M + · · · (if M ≫ 1). (15.3)

算得系统的摩尔熵为：

s = 3R ln
(
1 +

u

u0

)
+ 3R

u

u0
ln
(
1 +

u0
u

)
. (15.4)

其中

u0 ≡ 3NAℏω0. (15.5)

这就是系统的基本方程。
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图 15.2: Einstein 模型的（单个谐振子）系统热容。上面的曲线对应 kBT/ℏω0 的上方标度，上
面的曲线对应 kBT/ℏω0 的下方（拉开了的）标度。纵坐标既可以看成单个谐振子的热容（单位为
kB），也能看作系统的摩尔热容（单位为 3R）。

验证这个基本方程的靠谱性——也就是验证该方程蕴含着系统合理

的热力学性质——的工作留作习题。从中可以导出，系统的摩尔热容在

绝对零度为零，并且随着温度的升高而快速增加，直到在高温区域达到

常量 3R，这与实验定性地符合。而热容的增长率与实验在定量上符合的

不好，因为这个模型关于振动模式的假设太简化了。在采用更实际的方

法处理振动模式之后，这个模型就进化为“Debye 模型”（见16.7节）。

Einstein 模型中热容关于温度的关系如图 15.2 所示。可见摩尔热

容 cv 在 T = 0 处等于 0，并且在高温处渐进于常量 3R. cv 在温度为

kBT ≈ 1

3
ℏω0 区域开始上升（cv/3R =

1

2
以及曲线变化率最大的位置都

在 kBT/ℏω0 ≈
1

3
附近）。在低温区，cv 随温度以指数方式降低，但实验

表明 cv 大致以 T 3 降低。

这个模型的力学性质预言——压强-体积关系、压缩率等等——是完

全不靠谱的。根据(15.5)式，系统的熵与体积无关，于是压强 P = T∂S/∂V

恒为零！这样一个不现实的结论是模型简单地忽略依赖体积的物理效应

的结果。

Einstein 模型的某些推论含意深远。考虑热状态方程：

1

T
=
∂S

∂U
=

kB
ℏω0

ln
(
1 +

3N

U
NAℏω0

)
. (15.6)
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考虑到系统有 3NNA 个谐振子，于是：

谐振子的平均能量 =
U

3NNA
=

ℏω0

exp
(

ℏω0

kBT

)
− 1

. (15.7)

ℏω0/kB 称为晶体的“Einstein 温度”，它通常与固体的熔化温度的数量

级相同。因此在低于融化温度时，谐振子的平均能量小于等于 ℏω0 的量

级。换言之，固体在 Einstein 谐振子的量子数显著高于基态之前熔化。

习题

15.2-1. Calculate the molar heat capacity of the Einstein model by equa-

tion (15.7). Show that the molar heat capacity approaches 3R

at high temperatures. Show that the temperature dependence of

the molar heat capacity is exponential near zero temperature, and

calculate the leading exponential term.

15.2-2. Obtain an equation for the mean quantum number n̄ of an Ein-

sten oscillator as a function of the temperature. Calculate n̄ for

kBT/ℏω0 = 0, 1, 2, 3, 4, 10, 50, 100 (ignore the physical reality of

melting of the crystal!).

15.2-3. Assume that the Einstein frequency ω0 for a particular crystal

depends upon the molar volume:

ω0 = ω0
0 −A ln

(
v

v0

)
.

(a) Calculate the isothermal compressibility of this crystal.

(b) Calculate the heat transfer if a crystal (of one mole) is com-

pressed at constant temperature from vi to vf .

15.3 双态系统

“双态系统”是又一个简单清楚说明统计力学原理的模型，在这个模

型中，每个“原子”只能处于“基态”（能量为零）或“激发态”（能量

为 ε）。

为了避免与能谱的一些基本定理相违背，上面的内容应该理解为每

个原子还有更高的能级，只是这些能级大于（我们所感兴趣的）系统的

总能量，因此无法达到，在计算中不需要考虑它们。

设系统原子数为 Ñ，能量为 U，则其中有 U/ε 个原子处于激发态，

(Ñ − U/ε) 个处于基态。从总数为 Ñ 个原子中选出 U/ε 个钦点为激发
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态的组合数为：

Ω =
Ñ !

(U/ε)!(Ñ − U/ε)!
. (15.8)

系统的熵为：

S = kB lnΩ−kB ln(Ñ !)−kB ln
(
U

ε
!

)
−kB ln

[(
Ñ − U

ε

)
!

]
, (15.9)

利用 Stirling 近似（(15.3)式）可得：

S =

(
U

ε
− Ñ

)
kB ln

(
1− U

Ñε

)
− U

ε
kB ln U

Ñε
. (15.10)

重复一下，由于这个系统的高度模型化，它的基本方程与体积无关。热

状态方程为

1

T
=
kB
ε

ln
(
Ñε

U
− 1

)
. (15.11)

由于系统能量最大为全体原子处于激发态，即 U < Ñε, 结合上式可见温

度总大于零。由上式解出能量的表达式：

U =
Ñε

1 + exp
(

ε

kBT

) . (15.12)

温度趋于正无穷时，模型系统的能量趋于 Ñε/2（必须注意，温度很高

时，高能级状态也能达到，从而真实系统的性质与该模型不同）。无穷大

温度下，一半原子处于激发态 (are excited)，另一半处于基态。

摩尔热容：

c =
du
dT = NA

ε2

kBT 2

exp
(

ε

kBT

)
[
1 + exp

(
ε

2kBT

)]2
= NA

ε2

kBT 2

[
exp

(
ε

2kBT

)
+ exp

(
− ε

2kBT

)]−2

.

(15.13)

热容与温度的关系如图 15.3. 摩尔热容在温度极低或极高时都趋于零，而

在 kBT = 0.42ε 附近达到最大值，这个峰称为“Schottky 峰 (Schottky

hump)”。如果观测到某系统摩尔热容呈现这种最大峰值，则意味着可能

存在一对低能量状态，而其它高能态比它们的能量高得多。这是从材料

的热力学性质推断其原子结构的典型例子。
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图 15.3: 双态模型系统的热容-温度关系；峰值称为“Schottky 峰”。

习题

15.3-1. In the two-state model system of this section suppose the excited

state energy E of an ‘atom’ depends on its average distance from

its neighboring atoms so that

ε =
a

ṽγ
, ṽ ≡ V

Ñ
.

where a and γ are positive constants. This assumption, applied to

a somewhat more sophisticated model of a solid, was introduced

by Gruneisen, and γ is the "Gruneisen parameter." Calculate the

pressure P as a function of ṽ and T .

Answer:

P =
γa

ṽγ+1

[
exp

(
a

kBT ṽγ

)
+ 1

]−1

.

15.4 聚合物模型——重访橡胶带

还有一个简明体现统计力学原理的模型，它通常被委婉称为“聚合

物模型”，尽管它与真实的聚合物的联系不大。不过出于教学的目的，以

它为例讲述模型与实际系统的联系、介绍统计力学的基本算法是可以的。

特别地，这个模型为“橡胶带系统”——3.7节建立了它的唯象热力学模

型——提供了深刻观点。3.7节讲过，橡胶带重要的广延量为长度而非体

积，相应的强度量为张力而非压强。我们想要导出联系张力、长度与温

度的状态方程。

“橡胶带”可以看做一束长链聚合物，每条聚合物长链视为由 Ñ 个

结构单体（每个的长度为 a）组成，我们首先关注一束中的一条聚合物
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图 15.4: “聚合物”模型。实际的聚合物链条比图中画出的长得多，所以长链的另一端可以在 y 轴
方向自由移动，外部张力 T 的方向沿 x 方向。

长链。长链的一端固定于一点，取该点为坐标原点。链的另一端被方向

平行于 x 轴的外部张力 T 拉伸（如图 15.4）。

这个聚合物模型长链的每个单体的取向可以平行或反平行于 x 轴，

这两种取向下的能量为零。单体取向还可能与 x 轴垂直，仅仅沿 +y 或

−y 方向。这种“垂直”取向的单体会与聚合长链束中的其它链相互作

用；为了描述这种作用，我们认为垂直取向的单体具有大于零的能量 ε.

更进一步的聚合物模型是将 ±z 取向的单体也考虑进来，更重要的

还有，多一维空间取向后就能加入链自身的对折现象 (doubling back on

itself)。但是这使得分析过程十分复杂，并且不能提供教学方面的更清晰、

更深刻的内容。

下面计算一条聚合物长链的熵 S 关于能量 U ≡ U ′ε、长链末端坐标

Lx, Ly、以及聚合物单体数目 Ñ 的函数。

取向为 +x,−x 的单体的数目分别记作 N+
x , N

−
x ，N

+
y , N

−
y 同理，于

是：

N+
x +N−

x +N+
y +N−

y = Ñ

N+
x −N−

x =
Lx

a
≡ L′

x

N+
y −N−

y =
Ly

a
≡ L′

y

N+
y +N−

y =
U

ε
≡ U ′ (15.14)

可以解出

N+
x =

1

2
(Ñ − U ′ + L′

x)

N−
x =

1

2
(Ñ − U ′ + L′

x)

N+
y =

1

2
(U ′ + L′

y)

N−
y =

1

2
(U ′ − L′

y) (15.15)

长链的构型数与它末端的坐标 Lx, Ly 有关，在给定的能量 U 之下：



Draft
Transl

at
ion

15.4 聚合物模型——重访橡胶带 255

Ω(U,Lx, Ly, Ñ) =
Ñ !

N+
x !N−

x !N+
y !N−

y !
(15.16)

相应的熵等于（利用 Stirling 近似公式(15.3)）：

S = kB lnΩ = ÑkB ln Ñ −N+
x kB lnN+

x −N−
x kB lnN−

x

−N+
y kB lnN+

y −N−
y kB lnN−

y (15.17)

上式可写为：

S = ÑkB ln Ñ − 1

2
(Ñ − U ′ + L′

x)kB ln
[
1

2
(Ñ − U ′ + L′

x)

]
− 1

2
(Ñ − U ′ − L′

x)kB ln
[
1

2
(Ñ − U ′ − L′

x)

]
− 1

2
(U ′ + L′

y)kB ln
[
1

2
(U ′ + L′

y)

]
− 1

2
(U ′ − L′

y)kB ln
[
1

2
(U ′ − L′

y)

]
(15.18)

这样，所有统计力学量就计算完毕，接着计算热力学量。广延量 Ly 对

应的强度量为张力的 y 分量 Ty（见习题 15.4-1）。令 Ty = 0 可得：

−Ty

T
=

∂S

∂Ly
=
kB
2a

ln
(
U ′ − L′

y

U ′ + L′
y

)
= 0 (15.19)

由此可得（正如所预期的那样）：

Ly = L′
y = 0 (15.20)

类似有

−Tx

T
=

∂S

∂Lx
=
kB
2a

ln
(
Ñ − U ′ − L′

x

Ñ − U ′ + L′
x

)
(15.21)

以及

1

T
=
∂S

∂U
=
kB
2ε

ln(Ñ + L′
x − U ′) +

kB
2ε

ln(Ñ − L′
x − U ′)− kB

ε
lnU ′

(15.22)

上式可整理为

exp
(

2ε

kBT

)
=

(Ñ − U ′)2 − L′2
x

U ′2 (15.23)

这就是系统的“热状态方程”。“力学状态方程”(15.21)式可以整理成类
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似的指数形式：

exp
(
−2Txa

kBT

)
=
Ñ − U ′ − L′

x

Ñ − U ′ + L′
x

(15.24)

上两式即为熵表象下的状态方程，它们自然含有能量 U ′，这通常不太方

便，我们想要从上两式消去 U ′。经过一些代数计算（见习题 15.4-2）可

得：

L′
x

Ñ
=

sinh(Txa/kBT )

cosh(Txa/kBT ) + e−ε/kBT
(15.25)

当 Txa 远小于 kBT 时，上式可展开到一阶：

Lx =
TxÑa

2

kBT

1

1 + e−ε/kBT
+ . . . (15.26)

橡胶带的弹性模数（类比于压缩率 −1/V (∂V /∂P )T )）为（Tx 为小量）：

1

Ñ

(
∂Lx

∂Tx

)
T

=
a2

kBT
(1 + e−ε/kBT )−1 (15.27)

橡胶带的弹性随温度的升高而降低（或者说“刚性”随温度的升高而升

高），这与弹簧或者张紧的金属丝的性质形成了鲜明对比。聚合物的这种

性质可以与蛇类比；如果把蛇的首尾抓住然后拉伸它，那么蛇会扭动以

阻碍拉伸。在首尾固定距离比较近时，蛇的所有可能的扭动形态数目较

多。低温下的橡胶带就像一条迟钝的蛇，在高温下，可能的构型较多，在

这些构型之间的转换速率较快，这导致收缩张力较大。与蛇以及橡胶带

的收缩率有关的是它们的熵！

上述性质与3.7节介绍的唯象的橡胶带模型定性符合。然而与更实际

的模型相比，这两个模型都太年轻，sometimes naive。

习题

15.4-1. (15.19)式的符号正确吗？试解释一下。

15.4-2. Eliminate U/ε between equations (15.23) and (15.24) and show

that the formal solution is equation (15.25) with a ± sign before

the second term in the denominator. Consider the qualitative de-

pendence of Lx/Ña on ε, and show that physical reasoning rejects

the negative sign in the denominator, thus validating equation

(15.25).

15.4-3. A rubber band consisting of n polymer chains is stretched from

zero length to its full extension (L = Ña) at constant temperature

T . Does the energy of the system increase or decrease? Calculate
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the work done on the system and the heat transfer to the system.

15.4-4. Calculate the heat capacity at constant length for a "rubber band"

consisting of n polymer chains. Express the answer in terms of T

and Lx.

15.4-5. Calculate the "coefficient of longitudinal thermal expansion" de-

fined by

κ′T ≡ 1

Lx

(
∂Lx

∂T

)
Tx

.

Express κT as a function of T and sketch the qualitative behavior.

Compare this with the behavior of a metallic wire and discuss the

result.

15.5 高维状态空间状态数的计算技巧与策略

重复强调：统计力学的基本算法是计算系统在所给限制之下可能状

态的数目；系统的熵就是 Boltzmann 常数乘以状态数的自然对数。

不幸的是，这个计数问题往往十分困难，需要复杂的组合数学技巧。

实际上只有极少数人造的、高度理想化的模型的状态数有显式解，即使

这样，求解过程也应用了丰富的组合数学内容。要将统计力学用于实际

问题，必须规避计数的复杂性。本节介绍一种简化方法，它以“高维空

间”（下文给出定义）的一种奇特性质为基础。比起对计数问题的简化，

公认这种方法更重要的是对复杂系统的深刻认识。更一般、更有效的简

化是 Legendre 变换技术从热力学到统计力学的转换，下几章对它进行

介绍。

现在来研究高维空间的简化效应，这一概念最好通过具体例子介绍，

我们以之前讲过的最简单的 Einstein 晶体模型为例。

回忆一下，Einstein晶体模型由 Ñ 个原子组成，每个原子对应 3个振

动模式（x, y, z 方向）。系统的量子态由 3Ñ 个量子数 n1, n2, n3, . . . , n3Ñ

确定，能量为：

U(n1, n2, . . . , n3Ñ ) =
3Ñ∑
j=1

njℏω0. (15.28)

考虑由 n1, n2, n3, . . . , n3Ñ 坐标轴构成的 3Ñ 维“状态空间”，则一个量

子态对应状态空间中的一个点。相应于量子态的离散化或“量子化”，只

有正整数坐标对应的点（状态）是可能的，需要强调，状态空间中的一

个点表示整个晶体系统的量子态。

特定能量 U 对应的状态集合是状态空间中的“斜”超平面，平面与

3Ñ 个坐标轴的交点均为 U/ℏω0（如图 15.5）。所有位于平面“内”的状
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图 15.5: Einstein 晶体模型的量子态空间，图示的三维状态空间是单个原子的。每多一个原子，状
态空间的维数增加 3. 超平面 U 与所有坐标轴均相交于 U/ℏω0。每单位超体积元中只有 1 个状
态，（忽视表面修正）能量小于 U 的状态数等于斜超平面 U 内部区域的体积。

态（例如原点附近的态）的能量小于 U，而位于平面外的状态（例如距

离原点很远的态）能量大于 U。

图 15.5的第一个应该注意的关键之处是，一般的能量 U 对应的“斜

超平面”不会经过状态空间中的分立状态点！也就是说，随意指定的能

量 U 一般不能写为方程(15.28)的形式，只有 U/ℏω0 为整数才可以。

更一般地，如果我们考察系统任意选定的、数学上精确的能量对应

的状态数，得到的结果只会是零。这个问题是非物理的，前面指出过，每

个物理系统都与环境有微小随机的相互作用，从而使得能量有些许不精

确。此外，任何系统的能量都不能测量到任意精度。

熵不等于图 15.5 中位于斜超平面 U 的量子态数目的对数，而等于

该斜超平面附近的量子态数目的对数。

这要求计算两个超平面 U,U −∆ 之间的状态数，其中能量间隔 ∆

由所研究的宏观系统的能量测量精度确定，∆ 与环境的相互作用或测量

方式的精度有关。

高维数的一个奇特性质是，两个超平面 U − ∆, U 之间的体积本质

上与平面间隔 ∆ 无关！（从而熵也与 ∆ 无关）

这个结论（初看）相当反直觉，鉴于它的重要性，有必要进行详细分

析讨论。下面首先以 Einstein 模型状态的几何表示为基础加以论证，然

后重新审视几何表示以获得对该结论几何基础的启发性的理解。

能量小于等于给定能量 U 的状态数记作 Ω̃(U)，它等于斜超平面 U
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“以内”区域的超体积（见习题 15.5-1）：

Ω̃(U) =（能量小于等于 U 的状态数）

=
1

(3Ñ)!

(
U

ℏω0

)3Ñ

. (15.29)

计算结果正比于 U3Ñ（其中 3Ñ 是“状态空间”的维数），这是十分重

要的特征。后面会发现方程(15.29)式的系数的精确形式只是居于次要地

位。

状态数相减就得到能量 U −∆ 与 U 之间的状态数：

Ω̃(U)− Ω̃(U −∆) =
1

(3Ñ)!

(
U

ℏω0

)3Ñ

− 1

(3Ñ)!

(
U −∆

ℏω0

)3Ñ

.

整理得

Ω̃(U)− Ω̃(U −∆) = Ω̃(U)

[
1−

(
1− ∆

U

)3Ñ
]
. (15.30)

由于 (1−∆/U) 小于 1，它的 3Ñ ≈ 1023 次方是个超级小的数（见习题

15.5-2），于是

Ω(U) = Ω̃(U)− Ω̃(U −∆) ≈ Ω̃(U). (15.31)

也就是说，能量 U −∆ 与 U 之间的状态数 Ω(U)，与小于等于 U 的状

态数 Ω̃ 相等——这说明 Ω(U) 必然与 ∆ 无关！

这样，我们论证了该结论在一种特定模型中的正确性，下面探究它

的几何性质，从而发现这个奇特而有用的结论的更广泛的几何基础。

图 15.5 中的物理体积可以视为正八面体的八分之一（但是这个八

面体只有其中一部分有物理意义）。在高维情况下，正多面体几乎变成

“球体”。从原点到多面体任意顶点的距离——等于无量纲化能量 U/ℏω0

——可以视为球体的“半径”。在这一观点下，(15.29)式的结论就显而

易见了，体积与半径的空间维数次方成正比（二维空间是 r2，三维空间

是 r3，等等）。两个半径相差 dr 的同心多面体之间“壳”的体积，是
dV = (∂V /∂r)dr，“壳”的体积与总体积之比为

dV
V

=
∂V

∂r

dr
V
, (15.32)

若 V = Anr
n，则上式化为

dV
V

= n
dr
r
. (15.33)
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如果取 n = 1023，则 dV /V ≈ 0.1 当且仅当 dr/r ≈ 10−24. 当 dr/r >∼
10−24 时上式失效，微分不再有效。The failure of the differential analysis

is evidence that dV /V already becomes on the order of unity for values

of dr/r as small as dr/r ≈ 10−23.

幻想的高维世界必然有一场永久的马铃薯饥荒，因为马铃薯的表皮

就占据了整个的体积！

三次元的现实世界中的统计力学家通过高维状态空间的体积计算

熵，高维空间的性质为计算提供了便利。无需计算“系统能量在 U 附

近的”状态数——我们只要计算（通常更为简单的）小于等于系统能量

的状态数就能达到同样的效果。

回到 Einstein 模型，可以利用(15.29)式 Ω̃(U)（小于 U 的状态数）

的结果导出基本方程，熵 S = kB ln Ω̃(U)，容易验证所得结果与(15.4)式

一致。

求解 Einstein 模型的两种方式应该清楚地加以区分。 15.2节假设

U/ℏω0 是整数，通过计算量子在振动模式的分布数以得到状态数。这是

个组合问题，由于模型的高度简化而容易解出。本节介绍的第二种方法

毫无组合数学的计算，而是在抽象的“状态空间”中定义了体积，进而

把熵与能量 U 对应的界面内部区域的体积联系起来。组合数学方法对更

复杂的系统不适用，而超体积方法则更普适、通常也更容易求解。然而，

第二种方法在温度很低，以至于只有很少的状态被占据、状态空间中的

占据体积趋于零的时候失效。

习题

15.5-1 To establish equation (15.29) let Ωn be the hypervolume subtended

by the diagonal hyperplane in n dimensions. Draw appropriate

figures for n = 1, 2, and 3 and show that if L is the intercept on

each of the coordinate axes

Ω1 = L

Ω2 = Ω2

∫ L

0

(
1− x

L

)
dx =

L2

2!

Ω3 = Ω2

∫ L

0

(
1− x

L

)2
dx =

L3

3!

并通过数学归纳法导出

Ωn = Ωn−1

∫ L

0

(
1− x

L

)n−1
dx =

Ln

n!
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15.5-2 利用

lim
x→0

(1 + x)1/x = e (≡ 2.718 . . . )

证明 (
1− ∆

U

)
≈ e−∆/U for ∆

U
≪ 1

With this approximation discuss the accuracy of equation (15.31)

for a range of reasonable values of ∆/U (ranging perhaps from

10−3 to 10−10).

With what precision ∆/U would the energy have to be known in

order that corrections to equation (15.31) might become signifi-

cant? Assume a system with Ñ ≈ 1023.

15.5-3. Calculate the fraction of the hypervolume between the radii 0.9r

and r for hyperspheres in 1, 2, 3, 4, and 5 dimensions. Similarly for

10, 30, and 50 dimensions.
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16. 正则系综：Helmholtz 表象下的统计力学

16.1 概率分布

上一章所讲的微正则系综在原理上看起来很简单，但实际计算起来

却仅仅对少数几种高度理想化的系统适用。计算在任意大小的“盒子”

里分配给定能量的方案数量往往超出了我们的数学能力。而将能量给定

这个约束去除的方案是存在的——考虑与热库所接触的系统，而不是绝

热的。与热库相接触的系统的统计力学可以看做是在“Helmholtz 表象”

下的，或者用这儿的术语，在正则系综理论 (canonical formalism) 下的。

对于一个与热库接触的系统而言，从零到任意高能量的全部态都是

可能的。但是，与封闭系统相比，这里在各个态上并没有相同的概率。即，

系统在各个态上停留的时间并不相同。正则系综的关键在于确定系统处

在诸微观态上的概率。这可以通过考察这个系统与热库共同组成的封闭

系统来得到解决，对于这个大系统，微观态的等概率原理依旧适用。

我们可以通过一个简单的例子来说明。考虑三个骰子，其中一个是

红的，另两个白的。三个骰子都掷了数千次。记录当且仅当三个骰子数

之和为 12 时，红色骰子的点数。那么红色骰子点数为一、二、. . .、六

的频率各是多少呢？

结果留给读者：红色骰子点数为一的频率是 2/25、为二的概率为

3/25、. . .、为五的概率为 6/25，为六的概率为 5/25。在这个约束下，掷

出一个六点的红骰子概率是 1/5。

这个红色骰子就正如我们所关心的系统一样，而白色骰子好比热源，

点数对应于能量，总点数为 12 的限制又与（系统与热库的）总能量为常

数类似。

子系统处于宏观状 j 的概率 fj，等于子系统处于宏观状 j（其能量
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1 译注：原文为 ‘seminal’，意为
含精液的，引申为有重大意义的。

为 Ej）的微观状态数比上系统和热库全部微观状态数：

fj =
Ω热库(Etot − Ej)

Ωtot(Etot)
, (16.1)

这里 Etot为系统与热库的能量之和，Ωtot为系统与热库的全部状态数。分

子上的 Ω热库(Etot−Ej)为子系统处于状态 j 时（给热库留下了 Etot−Ej

的能量）热库的全部可能状态数。

这是正则系综理论里最精华1的一个关系式，其可以重新改写成一个

更便利的形式。分母项可以通过(15.1)式用复合系统的熵来表达，而分子

和热库的熵相关。这样我们有

fj =
exp

{
k−1

B S热库(Etot − Ej)
}

exp
{
k−1

B Stot(Etot)
} , (16.2)

记 U 为子系统的平均能量，从熵的可加性，我们有

Stot(Etot) = S(U) + S热库(Etot − U). (16.3)

此外，将熵 S热库(Etot − Ej) 在平衡点 Etot − U 附近展开

S热库(Etot − Ej) = S热库(Etot − U + U − Ej)

= S热库(Etot − U) + (U − Ej)/T
(16.4)

展开式中不存在更多的项（这也是热库的定义）。将后两个方程带入 fj

的表达式

fj = e{U−TS(U)}/(kBT )e−Ej/(kBT ), (16.5)

习惯上，我们将到处乱跑的因子 1/kBT 记做

β ≡ 1/(kBT ) (16.6)

另外，U − TS(U) 是系统的 Helmholtz 势，因此最后可以得到子系统处

于状态 fj 的概率为

fj = eβF e−βEj . (16.7)

当然，Helmholtz势具体是多少，我们是不知道的，而是得把它给算

出来。计算的关键在于，注意到(16.7)式中 eβF 与态无关，而仅仅是扮演
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2 译注：这个量现在常被称为正

则配分函数，而本书作者一直

到16.11节前都坚持使用配分求
和这个名字。

一个归一化因子的角色

∑
j

fj = eβF
∑
j

e−βEj = 1, (16.8)

或者写作

e−βF = Z, (16.9)

其中“正则配分求和”Z 定义为2

Z ≡
∑
j

e−βEj . (16.10)

至此，我们得到了一套计算正则系综的完整算法。给出一个系统的

全体可行态 j 及其能量 Ej，计算配分求和16.10式，由此可以得到配分

求和作为温度（或 β）以及影响能级的其他外参量（V,N1, N2, . . .）的函

数。由(16.9)式可以得到 Helmholtz 势作为 T, V,N1, Nr 的函数。这就是

我们所需要的基本关系。

整个算法归结为

−βF = ln
∑
j

e−βEj ≡ lnZ,

读者可得好好记着这个式子。

注意到 fj 是占据状态 j 的概率，(16.7)、(16.9)及(16.10)式可以改

写如下形式

fj = e−βEj/
∑
i

e−βEi , (16.11)

平均能量自然就是

U =
∑
j

Ejfj =
∑
j

Eje−βEj/
∑
i

e−βEi , (16.12)

或者写成

U = −(d/dβ) lnZ (16.13)

带入(16.9)式，用 F 表示 Z，并记住 β = 1/kBT，可以验证热力学中早已

得到的一个关系式 U = F + TS = F − T (∂F/∂T )。(16.12)和(16.13)式

在统计力学中非常有用，但得强调一遍它们并不算是基本关系。基本关

系由(16.9)和(16.10)式给出，为 F（而不是 U）作为 β, V,N 的函数。
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3 译注：原文为 “misrepresenta-
tion’’，为“歪曲、误传”之意，此处
应有双关 “mis-representation’’，
弄错表象之意

对单位和整体结构作一个回顾将是有启发性的。β，作为倒数温度，

是一个“自然单位”。正则系综用 β, V 和 N 表示出了 βF。即，F/T 作

为 1/T, V 以及 N 的函数被给出。这就是在 S[1/T ] 表象下的基本方程

（请回忆5.4节）。正如同微正则系综理论自然的给出熵表象一样，正则系

综理论自然的给出 S[1/T ] 表象。而我们在17中所要讨论的巨正则系综

理论，将自然给出 Massieu 函数。当然我们还是得记住正则系综是基于

Helmholtz 势的，可别弄错了表象3。

习题

16.1-1 证明(16.13)式等价于 U = F + TS。

16.1-2 从(16.9)和(16.10)式给出的正则算法出发，将压强用配分求和的某

个导数表示出来。进一步的，将压强用导数 ∂Ej/∂V（以及 T 和

Ej）表示出来。你能否对这个式子给一个有启发性的解释？

16.1-3 证明 S/kB = β2∂F/∂β，并将 S 用 Z 与其对 β 的导数表示。

16.1-4 证明 cv = −β(∂s/∂β)v，将 cv 用配分求和及其对 β 的导数表示。

答案：

cv = N−1kBβ
2 ∂2 lnZ

∂β2

16.2 可加的能量与配分求和的可分性

为了展现正则系综理论在实际问题上显著的简易性，我们重新回顾

一下15.3节中所提到的二态模型。Ñ 个可分辨的 ‘‘原子’’，各自可能处于

两个态上，其能量分别为 0 和 ε。对于微正则系综理论而言，即便是将

问题拓展到仅仅三个态上，单去求激发能量，这也是难以求解的。而正

则系综理论则能相当简单的处理这个问题！

考虑一个系统由 Ñ 个可分辨的 ‘‘单元’’ 构成，每个单元都对应于系

统一个独立（无相互作用的）的激发模式。对于由无相互作用的物质成

分组成的系统，如理想气体分子，这里 ‘‘单元’’就对应于单个的分子。而

对于强相互作用的系统，单元可能对应于某种波状的集体激发，例如振

动模式或者电磁模式。‘‘单元’’ 的标识性特征是，系统的总能量等于所有

单元的能量之和，这些能量都是相互独立而没有相互作用的。

每个单元可以布居在一系列轨道态 (orbital states)（此后我们使用

轨道态来描述单元的态，以与集体系统的态相区分）上。第 i 个单元处

在第 j 个轨道态上的能量记为 εij。这些单元的能量和轨道态的数目不

一定得要是一样的。系统的总能量等于各个单元能量之和，每个单元所

能处在的轨道态与其他单元的布居无关。故配分求和为

Z =
∑

j,j′,j′′,...

e−β(ε1j+ε2j+ε3j+... ) (16.14)

=
∑

j,j′,j′′,...

e−βε1je−βε2je−βε3j . . . (16.15)
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4 译注：即等比级数

=
∑
j

e−βε1j
∑
j′

e−βε2j
∑
j′′

e−βε3j . . . (16.16)

= z1z2z3 . . . , (16.17)

其中 zi 为“第 i 个单元的配分求和”，定义为

zi =
∑
j

e−βεij , (16.18)

配分求和因子。进一步的，Helmholtz 势对于诸单元是可加的

−βF = lnZ = ln z1 + ln z2 + . . . , (16.19)

这个结果贼简单、贼强并且贼有用，让我们不得不再强调一遍，它对于

任何满足如下条件的系统适用：(a) 能量等于诸单元能量之和，以及 (b)

每个单元所能处在的轨道态与其他单元的布居无关。

15.3节中提到的“二态模型”满足上述的条件，即

Z = zÑ = (1 + e−βε)Ñ , (16.20)

和

F = −ÑkBT ln(1 + e−βε). (16.21)

证明其与15.3节的结果的等价性的任务留给读者。如果轨道数是三而不

是二，单粒子配分求和 z 就有三项，而 Helmholtz 势对数函数的变量中

也会多加一项。

Einstein 晶体模型 (15.2节) 也能体现正则系综理论的简洁性。这里

“单元”是振动模式，单个模式的配分求和为

z = 1 + e−βℏω0 + e−2βℏω0 + e−3βℏω0 + · · · =
∞∑
n=0

e−nβℏω0 , (16.22)

“几何级数”4的和为

z =
1

1− e−βℏω0
. (16.23)

由于存在着 3Ñ 个振动模式，故在正则系综理论下，Einstein 模型的基

本方程为

F = −β ln z3Ñ = 3ÑkBT ln(1− e−βℏω0). (16.24)

显然，在这套框架下，Einstein 关于所有振动模式的频率都相同的简化
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假设成了没有必要的。在16.7节中，我们将讨论由 P. Debye 提出的一个

物理上更可信的假设。

习题

16.2-1 考虑一个包括三个不同粒子的系统。第一个粒子有两个轨道态，能

量分别为 ε11 和 ε12。第二个粒子可能的能量分别为 ε21 和 ε22，第

三个粒子是 ε31 和 ε32。根据(16.14)式写下配分求和，并通过详细

的过程将其化成(16.17)式的形式。

16.2-2 证明，对于二能级系统，通过(16.21)式算出的 Helmholtz势与15.3节

中给出的基本方程等价。

16.2-3 考虑无电荷质点作为气体粒子（并略去引力相互作用），其能量是

否是可加的？若半数粒子带正电，另外半数粒子带负电，配分求和

是否是可分的？如果粒子是遵循 Pauli 不相容原理的 fermion（例

如中微子），配分求和是否是可分的？

16.2-4 根据(16.24)式计算单个模式的热容。

16.2-5 根据(16.24)式计算单个模式的能量。当 T → 0 以及 T → ∞ 时，

U(T ) 的领头项是什么？

16.2-6 某种二元合金由 ÑA 个 A 类原子和 B 个 B 类原子构成。每个 A

类原子分别可以处在基态和一个激发态上，其间有能量差 ε（其他

态的能量都太高了，以至于在所考虑的温度范围内没有影响）。每

个 B 类原子同样分别可以处在基态和一个激发态上，其间有能量

差 2ε。整个系统处于温度 T。

a) 计算系统的 Helmholtz 势。

b) 计算系统的热容。

16.2-7 某类顺磁盐由1mol无相互作用的离子构成，各自拥有一单位 Bohr

磁矩 (µB = 9.274 × 10−24 J/T)。磁场 Be 给定在某方向上，离子

可能分别处在磁矩方向平行或反平行于磁场方向的态上。

a) 假定系统温度维持在 T = 4K，Be 从1T增大至10T，热库中
流出了多少热量？

b) 假定系统与外界绝热，Be 从10T减小至1T，系统末态的温度
是多少？（这个过程被称为绝热去磁降温。）

16.3 气体的内部模式

对于分子气体，其激发包括三个整体平动模式、振动模式、转动模

式、电子的模式以及原子核的激发模式。为简单起见，我们暂且先假定

这些模式之间是独立的，后面再来检验这个假定的合理性。配分求和对

于这些模式是可分的

Z = Z平动Z振动Z转动Z��Z�, (16.25)
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进一步的，可以分解成对于单个分子的乘积

Z振动 = zÑ振动, Z转动 = zÑ转动, (16.26)

对于电子和核的配分求和也是类似的。

气体是否是“理想的”将会影响到平动配分求和。其需要特别的小

心处理，我们将这一部分内容推后放在了16.10节。现在先简单的假定任

何分子间的碰撞都不会与内部模式（转动、振动等）相耦合。

Ñ 个同一类振动模式（分别分布在各个分子上）与 Einstein 晶体模

型原则上都是一样的，即谐振子。对于频率为 ω0 的成分

Z振动 = zÑ振动 = (1− e−βℏω0)−Ñ , (16.27)

该振动模式对 Helmholtz 势的贡献由(16.24)式给出（将 3Ñ 替换成 Ñ）。

其对热容的贡献在图15.2中给出（此时纵坐标单位应该是 c/R 而不是

c/3R）。正如13.1节中所描述的一样，热容在 kBT ≃ ℏω0 附近“呈阶梯

状地上升”了一个渐进于 c = R 的量。图13.1所绘制的包括了两个振动

模式的贡献，满足 ω2 = 15ω1。

典型的振动温度 ℏω0/kB 从数千开尔文（对于包含较轻部件的分子，

例如H2约为6300K），到数百开尔文（对于包含较重部件的分子，例如Br2

是309K）。

我们从异核双原子分子（例如HCl）出发讨论气体中的转动模式；为

了描述其取向，我们需要两个角度坐标。这类异核双原子分子的转动能

量是量子化的，其能量本征值由下式给出

εℓ = ℓ(ℓ+ 1), ℓ = 0, 1, 2, . . . (16.28)

诸能级的简并度为 (2ℓ+1)。能量单位 ε等于 1
2ℏ

2/(转动惯量)2，对于HCl

来说约等于2 × 10−21 J。典型的能级间隔和 ε 的量级相当，HCl 这里大

概对应于温度 ε/kB ≃ 15K——当然，比轻分子更大，比重分子更小。

单个分子的转动配分求和是

z转动 =

∞∑
ℓ=0

(2ℓ+ 1)e−βℓ(ℓ+1)ε. (16.29)

如果有 kBT ≫ ε，求和可以由积分近似给出。注意到 2ℓ+1正好是 ℓ(ℓ+1)

的导数，故可将积分变量 x 选作 ℓ(ℓ+ 1)

z转动 ≃
∫ ∞

0
e−βεx dx =

1

βε
=
kBT

ε
. (16.30)

如果 kBT 比 ε 小，亦或是同一个量级，那么实践中我们通常精确计
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算级数的前 ℓ′ 项，满足 ℓ′(ℓ′ + 1) ≫ kBT，然后通过积分（从 ℓ′ 积到无

穷大）近似计算后面的那些项。具体可以参考习题 16.3-2。

读者可以尝试证明，当 kBT ≫ ε 时，平均能量为 kBT。

对于同核双原子分子，例如O2 或者H2，其受到一些量子的对称性

条件的约束，我们不会在这里做具体讨论。对于不同的同核双原子分子，

配分求和中仅有偶数项或奇数项才是允许的。在高温极限下，这个约束

的影响等价于给单分子配分函数简单的除二。

原子核以及电子的贡献也可以用类似的办法来算，但一般来说只有

它们各自的基态才会有贡献。z核 简单的等于其基态的简并度。这些因子

在 Helmholtz 势中仅贡献一项 ÑkBT ln(简并度)。

重新讨论最开始对于这些模式独立性的假定会是有意思的。这个假

定一般来说是一个好的（但并非是严格的）近似。双原子分子的振动会

改变核间距，从而影响转动惯量。这只是因为一般来说振动相对转动来

说相对很快，振动模式只能感受到一个平均的核间距，从而相当于与振

动态相独立。

习题

16.3-1 在 kBT ≫ ε 的区域中计算异核双原子分子的单分子平均转动能量

以及其对热容的贡献。

16.3-2 在(16.29)式中，通过精确计算前两项并用积分近似替代剩下的项，

来计算转动对于单分子 Helmholtz 势的贡献。Euler-McLaurin 求

和公式会对这个问题有帮助

∞∑
j=0

f(j) ≃
∫ ∞

0
f(θ)dθ + 1

2
f(0)− 1

12
f ′(0) + . . .

式中 f ′(0) 代表 f(θ) 的导数。

16.3-3 某种同核双原子分子气体具有一个振动模式，频率为 ω，转动能量

参数为 ε（(16.28)式）。假定分子之间没有相互作用，即气体为理

想气体。完整计算在温度满足 T ≫ ε/kB 以及 T ≃ ℏω/kB 时体系

的基本方程。

16.4 可分系统中的概率

我们可能会质疑可分宏观系统配分求和中一个单元的对应的因子

z 其物理意义何在。据(16.17)式，我们将其称为“单元配分求和”。而

在(16.19)式中，可以看到 −kBT ln z 就是这个单元对于 Helmholtz 势可

以直接相加的一项贡献。容易证明（习题 16.4-1），对于一个可分系统，

第 i 个单元占据第 j 个轨道态的概率为

f ij = e−βεij/zi. (16.31)
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在方方面面，单个单元的统计力学和一个宏观系统的一模一样。

这时就值得回顾一下15.4节中的高分子链模型。考虑如图15.4所示

的悬挂着重物的一根高分子链，重物所受重力为 T。由(15.14)式可知链

长为

Lx = (N+
x −N−

x )a, (16.32)

系统的总能量（包括链和重物）为

E = (N+
y +N−

y )ε−T Lx = (N+
y +N−

y )ε+ (N−
x −N+

x )aT . (16.33)

−T Lx 一项是重物的势能（势能等于重力乘以高度，高度以 Lx = 0 处

为基点）。根据(16.33)式，给每个沿 −x 方向的分子单元加上能量 aT，

沿 +x 方向的分子单元加上能量 −aT，沿 +y 或 −y 方向的加上能量 ε。

则分子单元的配分求和是

z = e−βaT + e+βaT + e−βε + e−βε. (16.34)

其 Helmholtz 势为

−βF = F̃ ln z. (16.35)

此外，分子单元沿 −x 的概率为

p−x = e−βaT /z, (16.36)

沿 +x 的概率为

p+x = eβaT /z. (16.37)

进而，链的平均长度为

⟨Lx⟩ = Ñ(p+x − p−x)a (16.38)

= 2Ña sinh(βaT )/z. (16.39)

从基本方程（(16.34)式或(16.35)式）出发计算平均势能 U，并验证能量

和长度都和15.4节结果相符的任务留给读者。

习题

16.4-1 第 i 个单元占据第 j 个轨道态的概率等于整个系统布居在那些第 i

个单元占据第 j 个轨道态的宏观态的概率之和。借此证明对于一个
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“可分系统”，第 i 个单元占据第 j 个轨道态的概率可由(16.31)式

给出。

16.4-2 展示本节中导出的基本方程与15.4节中导出的等价性。

16.5 小系统的统计力学：系综

前面几节展现了宏观系统与可分系统的一个独立“单元”在统计力

学上普遍的相似性。单元配分求和与整个配分求和有着相同的结构，也

遵循着同样的概率诠释。单元配分求和的对数给 Helmholtz 势提供了可

加的一项。这是不是说我们可以直接将统计力学应用到每个单元上？是

的，只要单元满足16.2节中给出的可分性判据。

据此，我们还可以作出进一步的结论。正则系综理论对于与热库作

热接触的小（非宏观的）系统适用。

假定我们有这样一个小系统。它被拷贝了若干份，每一份都和同一

个热库作热接触，从而它们之间也相互有（间接的）热接触。这些拷贝

所构成的“系综”组合成了一个大的热力学系统，从而可以适用统计力

学和热力学。这些拷贝之间的相互作用会被中间的大热库屏蔽掉，而不

会影响各自的性质。统计力学对单个单元的作用与其对整个系综的作用

是同构的。

统计力学对于与热库热接触的单个单元是完全适用的。作为对比，热

力学，由于其强调势的广延性，仅对于单元构成的系综，亦或是宏观系

统适用。

■ 例 16.1 某原子有若干能级，其能量分别为 0, ε1, ε2, ε3, . . .，简并度分

别为 1, 2, 2, 1, . . .。原子与温度为 T 的热电磁辐射达到平衡态。这个温

度下对与 j > 4 的情形，e−βεj 相对于 1 可以被忽略。计算平均能量以

及均方偏差。

求解：

配分求和为

z = 1 + 2e−βε1 + 2e−βε2 + e−βε3 ,

平均能量为

⟨ε⟩ =
(
2ε1e−βε1 + 2ε2e−βε2 + ε3e−βε3

)
/z,

均方能量为

⟨ε2⟩ =
(
2ε21e−βε1 + 2ε22e−βε2 + ε23e−βε3

)
/z,

均方偏差等于 ⟨ε2⟩ − ⟨ε⟩2。对于一个小系统来说，其均方偏差会非常大。
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仅仅对于宏观系统，涨落对于平均值或者观测值而言才是可略的。

注意一个二重简并的能级对应具有相同能量的两个态。配分求和是

对态求和，而不是对“能级”求。 ■

习题

16.5-1 某个分子的轨道态能量分别为 ε0 = 0, ε1/kB = 200K, ε2/kB =

300K, ε3/kB = 400K，剩下的那些态能量都相当高。在分子达到平
衡温度 T = 300K 时，计算能量偏差的均方根 σ =

√
⟨ε2⟩ − ⟨ε⟩2。

各个态上的占据概率是多少？

16.5-2 与温度为 T 的辐射场达到热平衡的氢原子可能处在基态（‘1-s’ 能

级，两重自旋简并）和第一激发态（八重简并）上。略去更高能量

的能级。原子处在 p 轨道上的概率是多少？

16.5-3 一个小系统有两个振动模式，其本征频率分别为 ω1 和 ω2 = 2ω1。

在温度 T 下，系统能量低于 5ℏω1/2 的概率是多少？设 T = 0 时

系统能量为零。

答案：

(1 + x)(1 + x2)(1 + x+ 2x2) 其中x ≡ exp(−βℏω1)

16.5-4 DNA (DeoxyriboNucleic Acid,脱氧核糖核酸)，作为基因分子，由一

对扭在一起的高分子链构成，每条链有 Ñ 个单元。The two polymer

molecules are cross-linked by Ñ “base pairs”. It requires energy ε

to unlink each base pair, and a base pair can be unlinked only if

it has a neighboring that is already unlinked (or if it is at the end

of the molecule). Find the probability that n pairs are unlinked at

temperture T if

a) one end of the molecule is prevented from unlinking, so that

the molecule “unwinds” from one end only.

b) the molecule can unwind from both ends.

Reference: C. Kittel, Amer. J. Phys. 37, 917 (1969).

16.5-5 计算温度 T 下本征频率为 ω0的谐振子处在奇数态（n = 1, 3, 5, . . .）

下的概率。你觉得当温度趋向于零和无穷大时，这个结果会趋向于

多少？验证你的猜测，并给出 Podd 在这两个温度区间中的领头项。

16.5-6 某个小系统有两个能级，能量分别为 0 和 ε，简并度分别为 g0 和

g1。计算温度 T 下这个系统的熵值。计算温度 T 下这个系统的能

量和比热。在高温区和低温区，热容各呈现什么行为？大致画出热

容的图像。这个图像如何随比值 g1/g0 而改变？定性的解释这个行

为。

16.5-7 两个具有本征频率 ω 的简单谐振子，通过某种相互作用耦合在一

起，其效果是当两者处在同一个量子态上时，总能量为 (2n+1)ℏω+
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5 译注：原文下式的约束条件

写作整数，更正成正整数。而事

实上，所有可能的驻波成分应该

由 n1, n2, n3 ∈ 非负整数&n1 +

n2 + n3 > 0 来约束。但是这两

个约束之间的差异对于一个宏观

系统而言可以忽略。

∆，而处在不同量子态上时则没有作用。这个系统处在温度 T 的

平衡态下。计算两个谐振子处在同一个态上的概率。对于所有可能

的 ∆ 值，解释你的结果在零温极限下的行为。

16.6 态密度与轨道态密度

让我们回到宏观系统，简要展示正则系综理论在晶体和电磁辐射上

的应用。这类应用基于“态密度函数”的概念。它超出了统计力学的范

畴，而却应用广泛，因此先简单讨论一下将是有益的。

在正则系综理论下，我们反复提到计算如下形式的求和

‘‘求和” =
∑
j

(. . . )e−βEj , (16.40)

这个求和遍及系统的所有状态 j，其中 Ej 是第 j 个态的能量。如果括号

里的是单位一，这个 ‘‘和式’’ 便是配分求和 Z。如果括号里是能量，那

么 ‘‘和式’’ 比上 Z 就是平均能量 U（见(16.12)式）。对于其他动力学变

量也有类似的结果。

对于宏观系统而言，能量 Ej 通常（并不总是）是密集分布的，即

β(Ej+1 − Ej) ≪ 1。在这个情况下，求和可以用积分来替代

‘‘求和” ≃
∫ ∞

Emin

(. . . )e−βED(E)dE. (16.41)

其中 Emin 为系统的基态能量（容许的最小能量），D(E) 为“态密度”

函数定义为

[E,E + dE]区间内的状态数 = D(E)dE. (16.42)

在许多系统中，能量本征态是轨道（单个单元）态的组合，配分求

和因子、以及(16.41)、(16.42)式对单个单元也适用。此时与 D(E) 相对

应的量便成了 ‘‘轨道态密度’’，这里我们依旧用 D(E) 来标记。

此外，轨道态往往是以类似波动的正则模式。不论晶体的振动模式

还是腔内的电磁场模式都是这样。基于量子力学的观点，甚至对于气体

的平动模式都是这样：这儿波对应分子的量子波函数。这类轨道态密度

函数可以用统一的办法来考察，下面就来简要的介绍这一点。

考虑一个边长为 L 的立方 ‘‘盒子’’（结果不依赖于具体的形状，仅

仅是为方便起见而作的选择）。一个平行于边界的驻波的波长 λ 需要满

足半波长的整数倍刚好就是边长 L。即波矢 k ≡ 2π/λ 有着 nπ/L 的形

式。而对于三维中任意朝向的波，k 的三个分量都需要满足类似约束5
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k =
(π
L

)
(n1, n2, n3) =

( π

V 1/3

)
(n1, n2, n3),

n1, n2, n3 ∈正整数.
(16.43)

我们仅考虑各向同性的介质，即频率仅仅是 k 的幅值 k 的函数

ω = ω(k),亦或是, k = k(ω). (16.44)

频率低于 ω 的轨道态的数目为满足如下条件的正整数集合 {n1, n2, n3}

的数目

(n21 + n22 + n23)
1/2 ≤ V 1/3k(ω)

π
. (16.45)

设想某个抽象空间，n1, n2, n3 分别为沿三个坐标轴距原点的整数距离，

那么 (n21 + n22 + n23)
1/2 便是半径。半径小于 V 1/3k(ω)/π 的整数格点数

应该等于这个半径内的体积。由于(16.43)式要求 n1, n2, n3 都为正，故只

有八分之一的球体体积是需要的。从而频率低于 ω 的轨道态的数目为

频率低于 ω 的轨道态的数目 =

(
1

8

)(
4π

3

)[
V 1/3k(ω)

π

]3
, (16.46)

对其求导便得到区间 dω 内的轨道态数目 D′(ω)dω

D′(ω)dω =
V

6π2
dk3(ω)

dω dω =
V

2π
k2(ω)

dk(ω)
dω dω. (16.47)

这里的 D′(ω)dω 对应于 ‘‘和式’’ 中的 D(ω)dω（见(16.41)式），参考习

题 16.6-1。

这就是所需要的一般性结果。由于不同的模型有着不同的函数依赖

ω(k)，通过计算 ‘‘轨道态密度’’函数 D′(ω)，我们可以利用(16.41)式将求

和转化为积分。至此，我们已经准备好将正则系综理论应用到实际系统

中了。

习题

16.6-1 证明能量区间 dε = ℏdω 中的轨道态数目是 D(ω) = D′(ω)/ℏ，其

中 D′(ω)dω 是频率区间 dω 中的轨道态数目。
16.6-2 对于气体中的粒子 ε = p2/2m = (ℏ2/2m)k2，即 ω = ε/ℏ =

ℏk2/2m。计算轨道态密度函数 D′(ω)。

答案：

D′(ω) = V
2π2k

2/
(ℏk
m

)
= m3/2V

21/2π2ℏ3/2ω
1/2.

16.6-3 对于满足关系 ω = Akn, n > 0的激发，计算轨道态密度函数D′(ω)。



Draft
Transl

at
ion

276 Chapter 16. 正则系综：Helmholtz 表象下的统计力学

图 16.1: 振动模式的色散关系示意图。波长最短大概是原子间距的量级。有 Ñ 个纵模和 2Ñ 个横
模。Debye 近似利用长波区色散关系的线性外推替代了实际的色散关系，即纵模为 ω = vLk，横
模为 ω = vtk。

16.7 非金属晶体的 Debye 模型

在16.2节的结论，我们回顾了 Einstein 的晶体模型，发现正则系综

理论可以求解更复杂的模型。“Debye 模型’’ 相对稍微复杂一点，同时取

得了巨大的成功。

同样，考虑晶格上有 Ñ 个原子，相邻原子之间由简谐力（‘‘弹簧’’）

束缚。振动包含有 Ñ 个纵模和 2Ñ 个横模，它们都有正弦型的，或者 ‘‘类

波’’ 的结构。最短的波长差不多是两倍的原子间距。那些相当长的波长

对晶格结构不敏感，而类似于连续介质中的声波。ω 关于 k(= 2π/λ) 的

色散曲线相应的在长波极限下趋于线性，如图16.1所示。到了短波区，色

散曲线被 ‘‘抚平’’ 了，其结构依赖于晶体结构的具体细节。P. Debye1在

Einstein 的基础上，绕过了这其中复杂的动力学，提出了一个能够抓住

问题主要矛盾的简单可行的近似。Debye 模型假定所有模式都满足线性

色散（图16.1），就如同在连续介质中一样。纵模色散曲线的斜率为 vL，

即介质中的声速。横模色散曲线的斜率是 vt。

这个模型的热力学性质可以通过计算配分求和来得到。不同模式的

能量是可加的，因此配分求和是可分的。对于每个模式，其容许的能量

为 nℏω(λ)，其中 n = 1, 2, 3, . . .，而 ω(λ) = 2πν(λ) 由图16.1中点画线

给出。同 Einstein 模型一样（(16.22)式与(16.23)式）

z(λ) =
1

1− e−βℏω(λ) , (16.48)

1P. Debye, Ann. Phys. 39, 789 (1912)
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以及

Z =
∏
模式

z(λ) =
∏
模式

[
1− e−βℏω(λ)

]−1
, (16.49)

其中
∏
模式 表示对于全部 3Ñ 个模式求和。Helmholtz 势为

F = kBT
∑
模式

ln(1− e−βℏω(λ)). (16.50)

读者可证明摩尔热容有如下形式

cv = β2ℏ2kB
∑
模式

ω2eβℏω
(eβℏω − 1)2

. (16.51)

对模式的求和最好用积分替换

cv =
ℏ2

kBT 2

∫ ωmax

0

ω2eβℏω
(eβℏω − 1)2

D′(ω)dω. (16.52)

其中 D′(ω)dω 代表 dω 区间内的模式数。利用(16.47)式可以计算 D′(ω)。

对于纵模而言函数关系为（图16.1）

k = ω/vL, (16.53)

对于横模的两个偏振方向也是类似的。由(16.47)式可知

D′(ω) =
V

2π2

(
1

v3L
+

2

v3t

)
ω2. (16.54)

最大频率2由模式数的归一化条件决定∫ ωmax

0
D′(ω)dω = 3NA, (16.55)

据此有

ω3
max =

18NAπ
2

V

(
1

v3L
+

2

v3t

)−1

. (16.56)

将 D′(ω) 带入(16.52)式，并将积分变量从 ω 替换成 u(= βℏω)

cv =
9NAkB
u3m

∫ um

0

u4eu
(eu − 1)2

du. (16.57)

据此算出的摩尔热容的大致图像绘于图16.2。

在高温极限下（kBT ≫ ℏωmax），热容的行为可以通过考察(16.51)式

2文献中 ωmax 常用 “Debye 温度’’ 来替代，其定义为 θD = ℏωmax/kB。
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图 16.2: 由 Debye 近似得到晶体的振动热容

得到。在这个极限下 u2eu/(eu − 1)2 → 1。因此每个模式贡献 kB 的摩尔

热容（我们稍后会看到这是一个相当普适的结果）。故高温极限下的摩尔

热容是 3NAkB，或者说 3R。

在低温下，即 βℏωm ≡ um ≫ 1，(16.57)式的积分上界可以近似成无

穷大，那么积分就成了个常数，cv 的温度依赖就仅仅局限在 u3m 一项中。

那么低温区 cv ∼ T 3，这和实验上对非金属晶体的测量结果相当吻合。自

然，在中间区域热容曲线的具体形状就不那么精确了。除了低温区的尖

锐指数行为被替换成了平缓的 T 3，整体的定性行为同 Einstein 模型非

常类似。

习题

16.7-1 基于 Debye 近似计算晶体的能量。证明由你的结果出发可以得到

同(16.57)式一样的热容。

16.7-2 基于 Debye 近似计算晶体的熵。证明由你的结果出发可以得到

同(16.57)式一样的热容。

16.7-3 振动模式的频率 ω(λ) 与波长 λ 的函数关系会因晶体被压缩而改

变。为了描述这一效应，Gruneisen 引入了 “Gruneisen 参数”

γ = − V

ω(λ)

dω(λ)
dV ,

假定 γ 为一个常数（与 λ, V, T 等无关），计算 Debye-Gruneisen晶

体的力学状态方程 P (T, V,N)。并证明对于 Debye-Gruneisen晶体

有

vα = γκT cv.
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16.8 电磁辐射

通过正则系统理论得到电磁辐射的基本方程(3.57)式同样也相当简

单。假定辐射场局限在一个封闭的容器中，为简单起见假定为由理想导体

包围的立方体。能量分布在腔体的电磁共振模式上。与 Einstein和 Debye

的模型一样，一个频率为 ω 的模式能量为 nℏω，其中 n = 0, 1, 2, . . .。

(16.48)及(16.49)式同样适用，以及

F = kBT
∑
模式

ln(1− e−βℏω(λ)). (16.58)

求和可以用积分近似替代（模式相对于能量是密集分布的）

F = kBT

∫ ∞

0
ln(1− e−βℏω)D′(ω)dω. (16.59)

仅有的不同在于这里没有最高频率（而 Debye 模型中有）。固体中振动

模式的最短波长（相应于最高频率）由核间距决定，而电磁波中就没有

相应的这个东西。同 Debye 模型一样，色散关系依旧是线性的，总共有

两个偏振模式

D′(ω) =
V

π2c3
ω2, (16.60)

其中 c 为光速（2.998 × 108 m/s）。从而基本方程为

F =
V kBT

π2c3

∫ ∞

0
ω2 ln(1− e−βℏω)dω. (16.61)

为了计算能量，我们需要用到恒等式（回忆(16.13)式）

U = F + TS = F − T
∂F

∂T
=
∂(βF )

∂β
, (16.62)

从而有

U =
V ℏ
π2c3

∫ ∞

0

e−βℏω

1− e−βℏωω
3 dω. (16.63)

积分
∫∞
0 x3(ex−1)dx的结果是 3!ζ(4) = π4/15，其中 ζ 为 Rimann zeta

函数3，从而有

U =
π2k4B
15ℏ3c3

V T 4. (16.64)

这被称为 “Stefan-Boltzmann定律’’，之前在(3.52)式时就已经引入了。通

3参考 M. Abromowitz and I. A. Stegun, Handbool of Mathematical Functions,
National Bureau of Standards Applied Mathematics Series, No. 55, 1964. 一书中的
23.2.7 式。



Draft
Transl

at
ion

280 Chapter 16. 正则系综：Helmholtz 表象下的统计力学

6 事实上，通过改变 ω 我们可以

观测到零点能产生的物理效应，

可以参考Casmir 效应

7 或者说在长波段

过一些简单的统计力学计算，我们将(3.52)式中的常数 b 用基本物理常

数表示了出来。

习题

16.8-1 证明包含了 ‘‘零点能’’ 电磁模式（即，En = (n+ 1/2)ℏω）会导致

无穷大的能量密度 U/V！这个无穷大的能量密度大概是个不会改

变的常数，从而在物理上不可观测6。

16.8-2 证明单位体积内频率区间 dω 内的电磁辐射能量由 “Planck 辐射

定律’’ 给出

Uω

V
dω =

ℏω3

π2c3
(eβℏω − 1)−1 dω,

在高温极限（kBT ≫ ℏω）7下，约化为 “Rayleigh-Jeans 定律”

Uω

V
dω ≃ ω2

π2c3
kBT dω.

16.8-3 计算单位体积频率区间 dω 内的光子数，即

(Uω/V )dω = (Uω/V )dω/ℏω,

其中 Uω由习题 16.8-2给出，计算单位体积内的总光子数。证明光子

的平均能量 (U/N)近似为 2.2kBT。涉及到的积分可以用 Riemann

zeta 函数来表示，参考之前的脚注。

16.8-4 由于腔内的辐射沿各个方向的传播速度均为 c，撞单位面积壁上的

能流（或者说通过腔内一个虚拟的单位表面）由 “Stefan-Boltzmann

定律’’ 给出：

单位面积能流 =
1

4
c(U/V ) =

1

4
cbT 4 ≡ σBT

4. (16.65)

因子 c/4 来自于 1
2(c/2)：第一个

1
2 是因为只要从 ‘‘右’’ 往 ‘‘左’’

的辐射（或者相反），而 c/2 表示垂直于面元的平均速度。常数

σB(= cb/4) 是广为人知的 “Stefan-Boltzmann 常数’’。作为基础运

动学的一个联系，试导出 Stefan-Boltzmann 定律（详细给出计算

平均的过程）。

16.9 经典态密度

在正则系综理论下使用原理性算法来计算基本方程，只需要知道系

统全部离散能级的能量就行了。或者，如果能量本征值分布得比较密，那

么知道轨道态密度就成了。不论在哪种情况下，总假定着态具有离散性

（以及可数性）。这个事实会引发两个问题。首先，我们如何将统计力学

https://www.zhihu.com/question/28813026
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8 准确地说，作者这里的意思是，

量子力学中不同能级的能量本征

值到了经典力学中成了 Hamil-
tonian 函数。

用于经典系统？其次，在那量子力学和离散态的概念还远没有诞生的 19

世纪，Willard Gibbs 是如何发明统计力学的呢？

我们回到理论的中心方程来寻找线索——对类波模式配分求和的(16.47)式

z = e−βF̃ =

∫
e−βεD′(ω)dω =

∫
e−βε V

2π2
k2(ω)dk(ω), (16.66)

我们尝试将这个式子写成与经典力学兼容的形式，首先把 ℏk 记做（广
义）动量

ℏk = p, (16.67)

那么有

z =
1

2π2ℏ3

∫
e−βεV p2 dp. (16.68)

为了把坐标和动量写成一样的形式，体积可以写作对空间坐标的积分。此

外，经典力学中能量 E 的角色由 Hamiltonian函数H (x, y, z, px, py, pz)

来扮演8最后我们再把 4πp2 dp 改写成 dpxdpydpz，作为 ‘‘动量空间的体

积元’’，那么配分求和就变成了

z =
1

h3

∫
e−βH dxdydzdpxdpydpz. (16.69)

除了一个经典上无法理解的前因子 (1/h3)，这个对单模式的配分求和就

完全是经典的。Josiah Willard Gibbs于 1875年至 1878年间在 Journal

of the Connecticut Academy 上发表的一系列文章中所得到的统计力学

就写成了这个形式。Gibbs 对(16.69)式的假定（以及毫无经典上的正当

理由地引入 h），必定是物理学史上最具天才的洞察之一了。对于 Gibbs

而言，h 的具体值可以通过简单的比对经验数据就可以确定。

(16.69)式中包含了三个位置坐标和三个动量坐标，就如同对单粒

子写出来的一样。但这仅仅是形式上的。x, y, z 可以是任何的 ‘‘广义坐

标”(q1, q2, . . . )，动量 px, py, pz 则为相应的 ‘‘共轭动量’’。坐标和动量的

数目由体系的结构决定，一般来讲我们可以写出

Z =

∫
e−βH

∏
j

(
dqjdpj
h

)
. (16.70)

这就是适用于经典系统的统计力学的基本方程。

最后我们来简单说说 ‘‘经典轨道态密度’’函数。在经典相空间中，（坐

标动量空间）每个 ‘‘边长’’ 为 h1/2 的超立方体都对应于一个量子态。这

就如同轨道态都在相空间中 ‘‘紧密堆积在一起’’，占据着 Heisenberg 不
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9 进一步的，读者可以参考这几

个概念：Liouville 定理，WKB
近似，作用量与 Sommerfeld 量
子化条件。

确定性原理 ∆qj∆pj ≥ h 所容许的空间一样9。

不论诠释如何，也不论这一节所给出论据的合理性如何，经典统计

力学就是由(16.69)式和(16.70)式定义的。

16.10 经典理想气体

经典单原子理想气体可以用作经典态密度和计算配分函数的经典算

法(16.70)式的一个简明直接的应用。

我们用用体积为 V 的容器内 Ñ = (NNA) 个质点 ‘‘原子’’ 作为气体

的模型，与温度为 T 的热库作热接触。气体的能量等于所有单个原子能

量之和。分子之间的相互作用被剔除在考虑范围外（除非这类相互作用

对能量没有贡献——例如硬球模型中的瞬时碰撞）。

能量等于对单粒子的 ‘‘动能’’ 求和，再附加上配分求和因子。我们

先着手处理单粒子平动配分求和 z平动，由(16.70)可知

z平动 =
1

h3

y
dxdydz

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
dpxdpydpze−β(p2x+p2y+p2z)/2m

=
V

h3
[2πmkBT ]

3/2 .

(16.71)

值得注意的是，通过对离散态求和，再将求和用积分近似，我们可

以基于量子力学的处理得到这个结果。这个计算作为练习留给读者（习

题 16.10-4）。

有了 z，那么看上去 Z 自然就是 zÑ，进而可以计算 Helmholtz 势

F。但是如果我们这样做的话，我们会发现算得的 Helmholtz 势不是一

个广延量！事实上，注意到单粒子配分函数 z 是广延量（(16.71)）而不

是所预期的强度量（F = −ÑkBT ln z），我们就应该能提前算到这个灾
难性的结局了。这个问题不是什么计算错误造成的，而是基于一个基础

的原理。令 Z 等于 zÑ，相当于假定所有粒子都是可以区分的，就像每

个都有一个标记或者数字一样（类似于一桌台球）。量子力学，不同于经

典力学，给予了不可分辨性非常深刻的含义。不可分辨性不仅仅是在说

这些粒子是 ‘‘全同’’ 的——它还要求这些全同粒子在交换下满足一些特

定的条件，而其没有经典力学对应。全同粒子必须遵从 Fermi-Dirac 或

者 Bose-Einstein 交换对称性，其在统计力学下所导致的结果我们会在

第17章中详细讨论。而现在我们仅仅需要一个经典的解决方案。将 zÑ

作为对一组可分辨粒子的配分求和。然后把这个结果除以 Ñ !。理由是对

Ñ 个不可分辨粒子的 ‘‘标记’’ 的全部 Ñ ! 种置换都应当认同作是一个态。

最终我们得到了经典单原子理想气体的配分求和

Z = (1/Ñ !)zÑ平动, (16.72)
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图 16.3: 分别根据经典、Fermi 和 Bose 计数法得到双粒子系统的可能状态。

10 译注：这个经典修正给出的结

果到底对应于怎样一个排列组合

问题，本身就是一个有趣的问题。

其中 z平动 由(16.71)式定义。

Helmholtz 势为

F = −kBT lnZ = −ÑkBT ln
[
V

Ñ

(
2πmkBT

h2

)3/2
]
− ÑkBT, (16.73)

其中使用了对于较大的 Ñ 适用的 Stirling 近似 (ln Ñ ! ≃ Ñ ln Ñ − Ñ)。

为了将这个结果与第3章中给出的基本方程作对比，我们通过一个

Legendre 变换将其变换到熵表象

S = ÑkB

[
5

2
− 3

2
ln(3πℏ2/m)

]
+ ÑkB ln(U3/2V /Ñ5/2). (16.74)

这就是我们所熟知的单原子理想状态方程。热力学框架下无法确定的常

数 s0 现在可以用基本物理常数给出了。

仔细考察对状态计数的问题，能够发现除以 Ñ ! 仅仅经典上是对于

不可分辨性的一个粗糙处理。很快我们就能发现不对头的地方：考虑一

个双粒子系统，每个都有两个轨道态（图16.3）。经典上来讲，对于可分

辨粒子总共有四个态，除以 2! 来 ‘‘修正’’ 不可分辨性的影响。如果粒子

是 fermion，那么一个单粒子态上只能布居一个粒子，因此系统只有一个

容许的状态。对于 boson，单粒子态上的粒子数没有限制，因此系统有

三个容许的状态（图16.3）。不论对哪种实际粒子，‘‘经典修正’’都没有给

出正确的结果10！

在充分高的温度下，气体分子布居在从低能量到相当高能量的许多
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状态上。此时两个粒子呆在同一个状态的概率变得相当低。由于问题总

是和同一个单粒子态有多个粒子布居相联系，那么经典计数造成的误差

就不那么显著了。在充分高的温度下，所有气体都趋向于理想气体的行

为。

考虑两类单原子理想气体的混合物。配分求和是可分的，利用(16.72)式

Z = Z1Z2 =
1

Ñ1!
zÑ1
1

1

Ñ2!
zÑ2
2 . (16.75)

Helmholtz势等于两个气体的 Helmholtz势之和。在它们每个 Helmholtz

势中的体积项都是它们共同所占据的总体积。温度自然是共同的温度。这

样得到的基本方程与3.4节中所引入的（(3.40)式）一样，只是再一次对

热力学意义下任意的常数给出了具体值。

习题

16.10-1 证明通过由(16.71)式给出的 z 计算 Z = zÑ，对于每个原子都各自

占据一个不同的体积 V 的系统成立。证明在这种诠释下由 Z = zÑ

给出的基本方程具有恰当的广沿性。

16.10-2 证明由(16.75)式给出的 ‘‘多组分理想气体’’基本方程等价于(3.40)式。

16.10-3 (16.75)式中的因子 (1/Ñ1!)(1/Ñ2!) 给出了一项不依赖于 z1 和 z2

具体形式的，对于 Helmholtz势可加的贡献。证明这个因子在熵中

给（不出现在 Helmholtz 势中！）出了一个 ‘‘混合’’ 项

s̃混合 = (−x1 lnx1 − x2 lnx2)kB.

这个混合项不仅出现在理想气体中，同样也出现在流体中。它被认

为是两种流体的混合过程不可逆的象征（请回顾4.5节中的例4.2）。

16.10-4 考虑体积为 V 的立方容器中一质量为 m 的粒子。证明其相邻两

个能级的间距大约为 ∆E ≃ π2ℏ2/2mV 2/3，并对于1m容器中的
helium 原子大致计算 ∆E 的值。证明，对于温度高于 ≃10−8 K，
量子的配分求和就可以用积分近似替代。证明这个 ‘‘近似’’ 能得

出(16.71)式。

16.10-5 考虑一个容积为 2V 的容器，被一个开有小孔的隔板隔开成相等的

两份，其中有一个带电粒子。隔板上的小孔附近带有电场，使得粒

子在隔板两端具有 εe 的势能差异。如果系统温度为 T，那么该粒

子在隔板两端被发现的概率各为多少？这个结果会怎么被粒子的

内部模式所影响？如果粒子的色散关系是能量正比于动量而不是

动量平方，结果会怎样？如果容器中有1mol这样的粒子（尽管它们
都带有电荷，但请忽略其间的相互作用！），两边的压强各是多少？
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16.11 高温下的性质——能均分定理

在(16.71)式中计算得到的 z平动 正比于 T 3/2，是一个一般性定理的

特殊情况。考察系统的一些正则模式——可能是平动、振动、转动亦或

是其他更抽象的东西。令这个模式相应的广义坐标为 q，共轭动量为 p。

假定其能量（Hamiltonian）具有形式

E = Aq2 +Bp2. (16.76)

通过经典方案计算的配分函数包含如下因子

z ∼
x dqdp

h
e−β(Aq2+Bp2), (16.77)

同(16.71)式中一样，若 A ̸= 0 以及 B ̸= 0，有

z ∼
(
πkBT

hA

)1/2(πkBT

hB

)1/2

. (16.78)

如果 A 或者 B 是零的话，那么相应的积分值就是一个由积分限决定的

（有界的）常数。(16.71)式中对 x 的积分就是一个例子，相应的结果是

V 1/3。

(16.78)式的意义在于，在充分高的温度下（此时使用经典态密度是

可行的）能量中每一个平方项对配分函数贡献一个 T 1/2 因子。

等价的，在充分高的温度下能量中每一个平方项都会给 −βF 贡献

一项 1
2Ñ lnT，或者说给 Helmholtz 势 F 贡献一项 −1

2ÑkBT lnT，或者
说给熵贡献一项 1

2ÑkBT (1 + lnT ).

或者，在最后，这个结果可以写成最明显的形式：在充分高的温度

下，能量中每一个平方项对热容贡献一项 1
2ÑkB。这就是经典统计力学

的 ‘‘能均分定理’’。

质点粒子构成的气体在能量中有三个平方项：(p2x+p
2
y+p

2
z)/2m。这

类气体高温下的定体热容量就是 3
2ÑkB，或者

3
2R 每 mole。

我们举例说明能均分定理在多原子分子气体上的应用。首先考虑异

核双原子分子。它有三个平动模式；每个模式都有一个动能平方项，但

没有势能；三个模式对高温摩尔热容贡献 3
2kB。另外分子还有一个振动

模式；其具有动能平方项和势能平方项，贡献 2
2kB。最后分子有两个转

动模式（即，其需要两个角度来确定取向）。转动模式有动能平方项而没

有势能项，其贡献 2
2kB。则高温下的热容为

7
2kB 每分子（或者

7
2R 每摩

尔）。

一般而言分子中的模式数等于原子数的三倍。这源于模式振幅是一

组可以替代分子中各个原子笛卡尔坐标的坐标。而诸原子笛卡尔坐标数

目之和显然等于原子数目的三倍。



Draft
Transl

at
ion

286 Chapter 16. 正则系综：Helmholtz 表象下的统计力学

考察一个异核三原子分子。其具有九个模式。其中，三个平动模式，

每个贡献 1
2kB。三个转动模式，对应于描述一个一般物体在空间中取向的

三个角度。每个转动模式都只有一个动能项，每个给热容贡献一个 1
2kB。

扣掉这些之后剩下的都是振动模式，各自同时具有动能项和势能项，每

个贡献 2
2kB。因此高温下其具有每分子 6kB 的热容量。

如果三原子分子是线性的，那么会少一个转动模式而多一个振动模

式。高温热容量上升到 13
2 kB。通过测量气体的热容可以分辨分子的形状！

在上面的全部讨论中我们都略去了原子内部结构可能造成的影响。

这些贡献一般有着高得多的能量，仅仅在极高的温度下才起作用。

如果分子是同核 (homonuclear)的（不可区分的原子），与异核不同，

量子力学对称性的要求再一次使得数态变得复杂了。尽管如此，类似的

能均分定理依然在高温下成立。经典配分函数需要为两个原子的不可区

分性额外加上 (1/2)N 的因子，并为 Ñ 个分子的不可区分性加上 1/Ñ !

的因子。



Draft
Transl

at
ion

1 原文为 U/T + F/T，疑有误，

译文进行了修改。

17. 熵与无序：广义正则系综

17.1 熵是一种无序性的度量

前两章考虑了两种物理情境，一种是孤立系统，另一种是与热库接

触的系统。它们的熵关于状态概率 {fj} 的表达式因而非常不同。

孤立系统处于每个可能状态（一共有 Ω 个）的概率都等于：

fj =
1

Ω
(17.1)

相应的熵是

S = kB lnΩ (17.2)

与热库接触的系统，处于状态 j 的概率为

fj =
e−βEj

Z
, Z =

∑
j

e−βEj (17.3)

熵 (U/T − F/T )1写为如下形式：

S = kBβ
∑
j

fjEj + kB lnZ (17.4)

我们在此稍作停留，探究上述结果体现出的熵的潜在意义。它们只是形

式上的特定计算结果呢，还是蕴含着关于熵的概念直觉性、启发性的深

刻见解？

Claude Shannon1在 20 世纪 40 年代晚期创立“信息论”的理论体
1C. E. Shannon and W. Weaver, The Mathematical Theory of Communications
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系，正是信息论为熵的诠释提供了基础——Shannon的无序性 (disorder)

度量。

“有序性 (order)”（或者它的反义词，“无序性”）的概念广为人知。

整齐砌好的砖墙要比一堆砖块更有序，四张由 A 组成的扑克牌比四张随

机的牌更有序，按照字典顺序排列的一串字母要比猴子用打字机输出的

结果更有序。

不过，“一堆砖块”可能是某个现代艺术家的精心创作，随便移动其

中一块砖都会让他火冒三丈；某个看起来随便的纸牌组合也许是某种规

则的王牌；表面上看起来像猴子作品的序列或许是编码加密后的有用信

息。对有序性进行量化，必须要有某种评判准则，例如建筑标准、扑克

牌规则、官方公认的英文语料库等等。某种规则下的无序也许是另一种

规则的有序。

统计力学研究系统关于可能的微观态的分布的无序性。

下面还是用类比来说明问题。假设有个熊孩子被要求待在一间房间

（哪个房间由他选择）里直到父母回来（这就是定义有序性的规则！），

但是他当然不会听话地只待在一个房间——他会不知疲倦地各个房间乱

跑，处于第 j 个房间的时间占总时间的比例记作 fj .

给定分布 {fj}之后，如何定量地度量其无序性？Shannon解决了这

个问题，给出了无序性的定义。

度量无序性所需的条件体现在如下几点：

1. 无序性的度量应该完全用概率分布 {fj} 描述。

2. 若其中一个 fj 等于 1（因而其余的全为零），则系统处于完全有序，

相应的无序性定量值为零。

3. 无序性最大的状态对应于所有 fj 都等于 1/Ω——也就是说，那个

熊孩子在每个房间的概率相等，完全随机地乱跑。

4. 最大无序性应该是 Ω 的增函数（在大房子的各房间随机乱跑的熊

孩子比在小房子乱跑的无序性要大）。

5. 复合系统的无序性应为各子系统的“局部无序性”之和。这意味着，

设 f (1) 是熊孩子在房子一楼的时间比例，他在一楼房间分布的无

序性记作 Disorder(1)；f (2) 与 Disorder(2) 同理（设房子一共两层）。

则总的无序性为：

Disorder = f (1) × Disorder(1) + f (2) × Disorder(2) (17.5)

(Univ. of Illinois Press, Urbana, 1949).
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这些定性而合理的条件唯一地确定了无序性的度量2。其具体形式为

Disorder = −k
∑
j

fj ln fj (17.6)

其中 k 是任意的正的常数。

容易验证，若某个 fj 等于 1 而其余的均为零，则无序性也为零，正

如所要求的那样。无序性的最大值（对应与每个 fj = 1/Ω）是 k lnΩ（推

导作为本节习题 1-3），并且随着 Ω 单调增加，从而符合上面第 4 条的

要求。

最大无序性 k lnΩ正是之前发现的封闭系统的熵(17.1)式。只要让 k

等于 Boltzmann 常量 kB，它们就完全相同。封闭系统的熵对应于系统

关于它可能的微观态分布的 Shannon 度量的最大无序性。

再考虑与热库接触的系统，它满足 fj = exp(−βEj)/Z （(17.3)式）。

将 fj 的值带入无序性的定义(17.6)式，得到相应的无序性为：

Disorder = kBβ
∑
j

fjEj + kB lnZ (17.7)

这与方程(17.4)的熵一模一样，oh yeah。

熵与无序的这种一致性对于其它所有边界条件（例如与压强库接触

的系统、与粒子库接触的系统，等等）也成立。

因此，人们认为熵的物理意义是：熵是系统关于其可能微观态的分

布的无序性的定量度量。

(Thus we recognize that the physical interpretation of the entropy is

that he entropy is the quantitative measure of the disorder in the relevant

distribution of the system over its permissible microstates.)

这个结论不难接受。统计力学的基本假设是背景环境的随机扰动保

证了封闭系统处于其所有微观态的概率相等——也就是最大无序性。在

热力学中，熵的最大值对应平衡态，熵就是这样被引入的。认为熵与无

序性等同，也就将封闭系统的热力学与统计力学观点联系了起来。

习题

17.1-1. Consider the quantity x lnx in the limit x→ 0. Show by L’Hôpital’s

rule that x lnx vanishes in this limit. How is this related to the

assertion after equation (17.6), that the disorder vanishes when

one of the fj is equal to unity?

17.1-2. Prove that the disorder, defined in equation (17.6), is nonnegative

for all physical distributions.

2证明可见 A. I. Khinchin, Mathematical Foundations of Information Theory
(Dover Publications, New York, 1957)
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17.1-3. Prove that the quantity −k
∑

j fj ln fj is maximum if all the fj
are equal by applying the mathematical inequality valid for any

continuous convex function Φ(x)

Φ

(
1

Ω

Ω∑
k=1

ak

)
≤ 1

Ω

Ω∑
k=1

Φ(ak)

Give a graphical interpretation of the inequality.

17.2 最大无序性分布

把熵诠释为无序性的定量度量蕴含着正则分布的新的观点，这个新

观点既简单又富有启发性，并且建立了一种对其它分布也有效的方法。

暂时忘记 Legendre 变换和温度等等概念，回到最开始，热力学系

统由广延量 U, V,N1, . . . , Nr 描述。考虑一个 V,N1, . . . , Nr 被限制不变、

只有能量 U 自由可变的系统。V,N1, . . . , Nr 的值限制了系统可能的微观

态，而任意的 U 对应的态都可以达到。进行一次热力学观测——测得系

统能量为 U，这个观测到的能量值是各状态能量的加权平均（权重为各

状态的概率 fj，目前未知）：

U =
∑
j

fjEj (17.8)

出于好奇，我们考虑如下问题：在能量的观测值 U( (17.8)) 给定的

条件下，什么样的分布 {fj} 可以使系统的无序性最大？

无序性等于

Disorder = −kB
∑
j

fj ln fj (17.9)

如果它取最大值，则：

δ(Disorder) = −kB
∑
j

(ln fj + 1)δfj = 0 (17.10)

如果各 fj 相互独立，那么上式就意味着所有 δfj 的系数为零，事情就解

决了。然而各 fj 不是独立的，它们受附加条件(17.8)式以及归一化条件

∑
j

fj = 1 (17.11)

的约束。

处理这些附加条件的数学工具是 Lagrange 乘数法3。首先计算每个

3可以参阅 G. Arfken, Mathematical Methods for Physicists (Academic Press, New
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约束条件的微分：

∑
j

δfj = 0 (17.12)

∑
j

Ejδfj = 0 (17.13)

两式分别乘以“变分参数”λ1, λ2，并加到(17.10)式上：

−kB
∑
j

(ln fj + 1 + λ1 + λ2Ej)fj = 0 (17.14)

Lagrange乘数法保证了(17.14)式中的每一项分别都独立地等于零，只要

最终选择变分参数满足两个约束条件(17.8), (17.11)即可。

因此，对每个 j 都有

ln fj + 1 + λ1 + λ2Ej = 0 (17.15)

整理得

fj = e−(1+λ1+λ2Ej) (17.16)

接着必须得确定 λ1, λ2 以满足约束条件。对于(17.11)式：

e−(1+λ1)
∑
j

e−λ2Ej = 1 (17.17)

对于(17.8)式：

e−(1+λ1)
∑
j

Eje
−λ2Ej = U (17.18)

这与正则分布的方程一模一样！λ2 就是换了个马甲的 β：

λ2 ≡ β =
1

kBT
(17.19)

从(17.18)和(16.12)得：

e−(1+λ1) =
1∑

j e
−βEj

=
1

Z
(17.20)

也就是说，除了符号有点不同，我们就是重新导出了一遍正则分布。

正则分布就是 V,N1, . . . , Nr 固定的系统，在能量平均值（观测值）

给定的条件下的最大无序性对应的状态分布。无序性的在约束条件下最

York, 1960) 或者任何类似的介绍物理中的数学方法的文献。
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大值就是正则分布的熵。

在将这些结论进一步推广之前，我们应该注意 fj 指的是“概率”。

通常概率的概念有两种不同的诠释。“客观概率”指的是一种频率，或者

说发生比例 (fractional occurrence)；“新生儿是男性的概率稍微小于一

半”这一断言是从人口普查数据得到的推论。“客观概率”是 a measure

of expectation based on less than optimum information. 一位医生估计

一个尚未出生的婴儿是男性的（主观）概率，取决于该医生对婴儿家庭

史的了解、产妇的荷尔蒙激素水平以及超声波影像，最终他得出有根据

但仍然是主观的猜测。

“无序性”作为概率的函数，也有两种相应的诠释。通常而言的无序

性对应于概率的客观诠释，以客观的发生比例为基础。基于 fj 主观诠释

的“无序性”则度量了概率分布 fj 的预言的不确定性，例如，如果其中

一个 fj 等于 1 而其余均为零，那么预言就是完全确定的。如果所有 fj

都相等，则不确定性达到最大值，预言也是不靠谱的。

有一种热力学学派4认为热力学是主观的预言科学。如果能量已知，

则它限制了人们对系统其它性质的猜测。如果只有能量已知，则对于其

它性质最靠谱的猜测就是使得其余量不确定性最大的概率分布。在这种

诠释下，最大熵原理是一种得到最优化预言的策略。

重复一下，我们还是将概率 fj 视为客观的发生次数的比例。熵是系

统关于其微观态分布的客观无序性的度量，这种无序性是由环境与系统

随机的相互作用或者其它可能占主导的随机过程引起的。

习题

17.2-1. Show that the maximum value of the disorder, as calculated in this

section, does agree with the entropy of the canonical distribution

(equation (17.4)).

17.2-2. Given the identification of the disorder as the entropy, and of fj
as given in equation (17.16), prove that λ2 = 1/(kBT ) (equation

(17.19)).

17.3 巨正则系综

正则系综的推广非常直接，只要将其它广延量带入能量的表达式就

行了。本节以其中一种有用而常见的系综——“巨正则系综”为例演示

推广过程。

考虑一个体积固定、与能量库与粒子库接触的系统，例如被表面吸

附、处在气体浴中的分子层，再例如位于海床上的开口细颈瓶的内容物。

4参见 M. Tribus, Thermostatistics and Thermodynamics (D. Van Nostrand and
Co., New York, 1961) E. T. Jaynes, Papers on Probability, Statistics, and Statistical
Physics, Edited by R. D. Rosenkrantz, (D. Reidel, Dordrecht and Boston, 1983)



Draft
Transl

at
ion

17.3 巨正则系综 293

2 原文为 Ψ(T, V, µ) = U(T, µ)，

疑有误。译文进行了修改。

系统和库可以视为一个封闭系统，封闭系统每个可能状态的概率相

等，仿照(16.1)式的思路，该系统特定的能量 Ej 与摩尔数 Nj 对应状态

的占据数占总状态数之比为：

fj =
Ω库(Etotal − Ej , Ntotal −Nj)

Ωtotal(Etotal, Ntotal)
(17.21)

再一次用熵表示出 Ω:

fj = exp
[(

1

kB

)
S库(Etotal − Ej , Ntotal −Nj)−

(
1

kB

)
Stot(Etotal, Ntotal)

]
(17.22)

按照方程(16.3)到(16.5)那样展开可得：

fj = eβΨe−β(Ej−µNj) (17.23)

其中 Ψ 是“巨正则势 (grand canonical potential)”：

Ψ = U − TS − µN = U [T, µ] (17.24)

因子 eβΨ 是归一化因子：

eβΨ = Z−1 (17.25)

其中“巨正则配分求和”Z 等于

Z =
∑
j

e−β(Ej−µNj) (17.26)

计算基本方程要计算作为 T 和 µ 的函数的巨正则配分求和 Z（当

然也隐含着是 V 的函数），然后对 Z 取对数就得到 βΨ。这种函数关系

有两种看待方式，参见图 17.1 中辅助记忆的正方形图。

通常的观点是 Ψ(T, V, µ) 是 U 的 Legendre 变换，即 Ψ(T, V, µ) =

U [T, µ]2。图 17.1 的第一个正方形展示了这一 Legendre 变换，它与我们

熟悉的正方形差不多，只是把广延量从 V 换成了 N，并且调转了相应

箭头的方向。

更加根本、也更加方便的观点是基于 Massieu 函数，或者说熵的变

换（5.4节）。17.1 的第二个和第三个正方形展示了这个变换。第三个正

方形把温标从 T 变为 kBT，或者说从 1/T 变到了 β。巨正则配分求和

Z 就是 Massieu 变换 βΨ 的对数。
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图 17.1: 巨正则势的正方形辅助记忆图。
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从这些关系可以导出如下的特别有用的恒等式：

U =
∂(βΨ)

∂β
= −

(
∂ lnZ
∂β

)
βµ

(17.27)

这个等式也可以直接从 fj 的概率诠释中导出（见习题 17.3-1）。In carring

out the indicated differentitation (after having valculated Z or βΨ) we

must pair a factor β with every factor µ, and we then maintain all such

βµ products constant as we differentiate with respect to the remaining

β′s.

在讨论巨正则系综的应用之前，我们先来说明它也可以从最大无序

性分布导出。为了使无序性（熵）

S = −kB
∑
j

fj ln fj (17.28)

在约束条件

∑
j

fj = 1 (17.29)

∑
j

fjEj = E (17.30)

以及

∑
j

fjNj = N (17.31)

则有

δS = −kB
∑
j

(ln fj + 1)δfj = 0 (17.32)

对方程(17.29)-(17.31)做微分，分别乘以 Lagrange 乘子 λ1, λ2, λ3 并相

加：

∑
j

(ln fj + 1 + λ1 + λ2Ej + λ3Nj) = 0 (17.33)

就像(17.15)那样，每一项括号内的项分别等于零，从而得到

fje
−(1+λ1+λ2Ej+λ3Nj) (17.34)

Lagrange乘子从方程(17.29)-(17.31)算出。与(17.23)式比较可以得出 β(=

λ2), βµ(= −λ3), βΨ(= −1− λ1) 的对应。
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应该注意，摩尔数 Nj 可以用粒子数 Ñj（Ñj = Nj× Avagadro 常

数）替换，这样单位摩尔的 Gibbs 势 µ 就替换为单位粒子的 Gibbs 势，

尽管后者应该记作 µ̃，我们把单位粒子和单位摩尔的 Gibbs 势都用 µ 表

示，读者应能从上下文分辨出来。

例：表面系统吸收分子

考虑与固体表面接触的气体。气体分子可以被表面的某些特定区域

（与表面的分子结构有关）所吸收，这些区域在表面稀疏分布，因此它们

之间的相互作用可以忽略。假设一共有 Ñ 个特殊区域，一个区域可以吸

收 0, 1 或 2 个分子，空区域的能量取为零点，被 1 个分子的占据能量为

ε1，被 2 个分子占据的能量为 ε2。能量 ε1, ε2 可能是正的或负的；正的

吸收能量表示系统倾向于空状态，负的吸收能表示倾向于被吸收。固体

表面处于温度为 T，压强为 P 的气体浴中（其摩尔数足够大可以视为能

量库与粒子库）。下面来计算表面的“覆盖比例 (fractional coverage)”，

也就是被吸收的分子数与吸收区域数目之比。

用巨正则势来解决这个问题的好处是只需要关注表面区域。这些区

域可以用能量和粒子数描述，这二者在巨正则系综当中的地位十分相似。

表面所处的气体浴既是热库也是粒子库，因此维持了恒定的 T 与

µ。实际中的已知数据一般是不对称的——往往给出的是气体的 T, P 而

非 T, µ 数据，这种情况下，µ——单粒子 Gibbs 势——必须首先通过气

体的基本方程（如果已知）计算出来，或者在已知状态方程时对 Gibbs-

Duhem 关系积分得到。假设预先通过计算算出了气体的 T, µ 数据，于

是理论结构中能量与粒子数的地位就是对称的。

因为各吸收区域没有相互作用，因此巨配分求和因子等于

Z = zÑ .

单个区域的巨配分求和，包括空、单占据、双占据三个状态对应的三项：

z = 1 + e−β(ε1−µ) + e−β(ε2−2µ).

z 的三项中的每一项除以 z，就是相应状态的概率。因此单个区域吸收

粒子数的期望值等于

n̄ =
e−β(ε1−µ) + 2e−β(ε2−2µ)

z
,

单个区域的平均能量等于

ε̄ =
ε1e

−β(ε1−µ) + ε2e
−β(ε2−µ)

z
.
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导出上两式的另一种方法（也是更为普遍的方法）是，计算巨正则势 Ψ =

−kBT lnZ（方程(17.25)）：

Ψ = −ÑkBT ln
(
1 + e−β(ε1−µ) + e−β(ε2−2µ)

)
,

Ñ 个区域吸收的分子数 N̂ 的热力学方法是对 Ψ 求导：

N̂ = −∂Ψ
∂µ

,

当然，这个导数等于 Ñ n̄（n̄ 见上文）。类似地，表面系统的能量可以

由(17.27)式计算，并且计算结果等于 Ñ ε̄。

读者请务必完成习题 17.3-4.
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1 译注：我们提请读者注意区分，

究竟是根据物理事实总结规律再

将其以最顺畅的数学形式表达，

还是从部分归纳的规律出发，以

数学上的简明性去对未知事物进

行猜测与判断；前者是标准的科

学步骤，不会有错，而后者是一

种 taste ，可能好可能坏。

2 译注：这几段对量子力学的介

绍都是相当粗糙的定性描述，许

多陈述都只在特定条件下适用，

非常容易引起误解。读者若想准

确认识这些东西，需要学习量子

场论的相关知识。

18. 量子流体

18.1 量子粒子：一个“预备 Fermi 气体模型”

此刻我们急切地想将巨正则系综理论运用在理想气体之上，这不是

为了得到什么新的结果，而是希望能比较不同理论在解析计算上的便利

与强度。值得注意的是，对于经典理想气体模型，巨正则系综理论显得

非常不友善！非广延性灾难不仅困扰着正则系综理论下的计算，对于巨

正则系综理论来说尤甚1。

正如物理中所常见的，公式总能指向事实1。理论体系所面临的困难，

是该模型的非物理性的一个信号——世界上没有经典粒子！只有 fermion

和 boson 这两类量子的粒子。对于它们，巨正则系综理论会变得相当简

单！

fermion 对应于经典物理中的物质粒子。电子、质子、中微子，以及

一大堆只有学高能的人才懂的粒子都属于 fermion 。十九世纪的 ‘‘物质

的不可入性原理” (law of impenetrability of matter) 被量子波函数的反

对称条件所替代2。这个条件意味着（也是我们想要的）一个轨道态上只

能有一个 ferimion 占据。

boson对应于经典物理中的 ‘‘波动”2。光子，光量子，是典型的 boson。

正如经典中波可以任意叠加，同一个轨道态上可以有任意多个 boson 占

据。此外，有些 boson 的静质量是零——这样的 boson 像经典的波一样，

可以被任意的产生和湮灭。在量子力学的表述下，高温物体的电磁辐射

1这个困难来源于巨正则系综理论关注与轨道态，而不是粒子。事实上不存在一种自
然的方式 ‘‘在假定全部粒子都有标签的情况下’’（这样就能用一个 Ñ ! 因子来修正）来
数态。

2在交换两个 fermion 时波函数必须反号，这会在 fermion 之间插入一个节点，并使
得两个（处于同样自旋态）的 fermion 不能同时占据同样的空间位置。
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3 译注：原文为 16.37 式，应为
引用错误。

被理解成光子的产生和吸收。

基本粒子具有内禀的角动量，称为 ‘‘自旋” (spin)。其（不变的）大

小是 ℏ/2 的整数倍；具有奇数倍 ℏ/2 的粒子是 fermion ，具有偶数倍

ℏ/2 的粒子是 boson 。

内禀角动量的朝向同样是量子化的。对于 ‘‘自旋 1
2 ’’（角动量 = ℏ/2）

的 fermion ，其角动量（沿任意给定轴）只能有两个朝向。这两个朝向

被记做上和下，或者用 ‘‘磁量子数” (magnetic quantum number)ms 来

标记为 ms =
1
2 和 ms = −1

2。

最后，量子粒子的一个轨道态需要同时用其空间波函数的量子数和

自旋取向的磁量子数 ms 来标记。对于立方盒子中的粒子，三个空间量

子数是波矢 k的三个分量（回忆(16.43)式）3，因此一个轨道态就可以用

k 和 ms 来标记。

作为将巨正则系综理论应用于 Fermi 和 Bose 理想气体的准备工作，

我们值得先考虑一个能把物理展示清楚的简单模型。这个模型只有三个

能级，因而对所用能级求和是简单明了的。除了这个简化之外，对于该模

型的分析与后续章节对于量子气体的分析一步一步都是严格对应的，故

我们将其称为预备气体模型 (pre-gas model)。

我们先考虑自旋 1/2 的预备 fermion 气体模型。在这个模型系统

中，只有三个容许的空间轨道态；粒子在这些空间轨道态上的能量分别

是 ε1, ε2 和 ε3。其与一个热库以及自旋 1/2 的 fermi 粒子库接触。库的

温度是 T，molar Gibbs 势为 µ（对于 fermion 系统，其称为 Fermi 能

级 (Fermi level)）。

每个空间轨道态对应于两个轨道态，一个自旋向上一个自旋向下。总

共就有六个轨道态，用 (n,ms) 标记，其中 n = 1, 2, 3，m = −1
2 ,+

1
2。

关于这六个轨道态的巨正则配分求和因子是

Z = z1,−1/2z1,1/2z2,−1/2z2,1/2z3,−1/2z3,1/2, (18.1)

每个轨道态的配分求和有两项，对应于这个态被占据或未被占据。在没

有磁场的情况下

zn,ms = 1 + e−β(εn−µ). (18.2)

另一种操作是，把具有相同 n 但是 ms = ±1
2 的两个轨道态放在一

起

zn,1/2zn,−1/2 =
[
1 + e−β(εn−µ)

]2
= 1+2e−β(εn−µ)+e−2β(εn−µ). (18.3)

这个乘积可以理解成给定的 n 上有四个态：空态，两个单占据态以及一
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个双占据态。

轨道态 (n,ms) 为空的概率是 1/zn,m，其被占据的概率为

fn,m =
e−β(εn−µ)

zn,m
=

1

eβ(εn−µ) + 1
. (18.4)

从18.1到18.3式可以直接导出基本方程

e−βΨ = Z =
[
1 + e−β(ε1−µ)

]2 [
1 + e−β(ε2−µ)

]2 [
1 + e−β(ε3−µ)

]2
. (18.5)

通过求导可以求得平均粒子数（Ñ = −∂Ψ/∂µ）。另一条路子是对

六个轨道态的占据概率求和

Ñ =
∑
n,m

fn,m =
2

eβ(ε1−µ) + 1
+

2

eβ(ε2−µ) + 1
+

2

eβ(ε3−µ) + 1
. (18.6)

系统的熵可以通过对基本方程求导得到（S = −∂Ψ/∂T）。另一条路

是由占据概率去算（习题 18.1-1）。

能量可以用热力学的办法求导：U = (∂βΨ/∂β)βµ（(17.27)式）。另

外，从 fn,m 的概率诠释出发也能得到

U =
∑
n,m

fn,m =
2ε1

eβ(ε1−µ) + 1
+

2ε2

eβ(ε2−µ) + 1
+

2ε3

eβ(ε3−µ) + 1
. (18.7)

如果这个系统确实是和 T 和 µ的热库接触，那么这个结果是很方便

的。但是我们可能会对那些包围在封闭的墙体内的，粒子数 Ñ 而不是 µ

守恒的物理系统感兴趣。幸好基本方程是热力学系统的内在属性，与边

界条件无关，因而之前的结果依然有效。尽管如此，Fermi 能级 µ 是一

个未知量。反而 µ 的值随着温度变化而变化以维持 Ñ 是一个常数，相

应的变化由(18.6)给出。

不幸的是，(18.6)式并不能给出一个 µ 关于 T 和 Ñ 的显式表达式。

当然正如我们接下来所能看到的，可以在特定温度区域中作数值解或者

级数解。但先从图像上来重新考虑一下之前的分析会是有帮助的。

能量为 ε的轨道态被占据的概率 f（由(18.4)式给出）绘制于图18.1中。

这个占据概率当然比现在所讨论的模型要一般得多。它对于任何 fermion

的轨道态都适用。在零温极限下，全部能量 ε < µ 的态都被占据而全部

能量 ε > µ 的态都是空的。当温度升高，能量略低于 µ 的态上的布居开

始逐渐下降，而能量略高于 µ 的态上的布居开始逐渐上升。这个布居迁

移的能量范围大概是 4kBT 的量级（见习题 18.1-4,18.1-5,18.1-6）.

能量等于 µ 的态的占据概率始终是二分之一，f(ε, t) 关于 ε 的函数

图像（见图18.1）关于 ε = µ, f = 1
2 的点反演对称（见习题 18.1-6）。

有了图像上的认识，我们可以讨论预备气体模型中 µ对 T 的依赖关
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图 18.1: fermion 在温度 T 下占据一个能量为 ε 的轨道态的概率。

系了。明确起见，假定系统有四个 fermion。此外，假定有两个能级简并

ε1 = ε2，以及 ε3 > ε2。在 T = 0 时，四个 fermion 都呆在能量 ε1(= ε2)

的四个轨道态上，而能量 ε3 的两个轨道态则是空的。那么 Fermi 能级

可以是 ε2 和 ε3 之间的任意值，当然 µ 的精确值需要通过取 T → 0 的

极限来得到。对于充分小的 T

f ≡ 1

eβ(ε−µ) + 1
≃

e−β(ε−µ), ε > µ&T ≃ 0,

1 + eβ(ε−µ), ε < µ&T ≃ 0.
(18.8)

从而，在 ε1 = ε2 < ε3 以及 Ñ = 4 的情况下，(18.6)式对于 T ≃ 0 变为

4 = 4(1− eβ(ε1−µ)) + 2e−β(ε3−µ), (18.9)

或者写成

µ =
ε1 + ε3

2
+

1

2
kBT ln 2 + . . . (18.10)

在这个情况下，当 T = 0 时 µ 正好在 ε1 和 ε3 的中间，并随着 T 线性

增大。

我们可以去对比另一个特殊情况，即 ε1 < ε2 = ε3。如果依旧有四

个 fermion，那么 T = 0 时 Fermi 能级（µ）应该刚好是 ε2。更有趣的

情况是如果只有两个 fermion，那么 T = 0 时 Fermi 能级就该出现在 ε1
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4 译注：原文引用图 17.2，实际
上并没有这张图。

和 ε2(= ε3) 之间。如同之前所做的，现在(18.9)式对于 T ≃ 0 应该写成

2 = 2(1− eβ(ε1−µ)) + 4e−β(ε3−µ), (18.11)

以及

µ =
ε1 + ε3

2
− 1

2
kBT ln 2 + . . . (18.12)

不论是哪种情况，Fermi 能级总是在远离双简并能级。读者应当能

从图18.1中意识到这个效应，注意 f 在 ε = µ 处的中心反演对称性。

从这几种特殊情况出发，我们应当能总结出（对于粒子数 Ñ 守恒的

系统）µ 的温度依赖满足这些原则：

(a) 占据概率仅在 µ 周围 ∆ε ≃ ±2kBT 附近区域才偏离零或者一。

(b) 随着 T 升高，Fermi 能级 µ 被高的态密度区域所 ‘‘排斥’’。

习题

18.1-1 利用对从(18.5)式得到的 Ψ 求导得到预备 fermion 气体模型的平

均粒子数。证明这个结果和(18.6)式得到的 Ñ 一致。

18.1-2 系统的熵由 S = −kB
∑

j fj ln fj 给出，其中 fj 是系统处在某个微

观态上的概率。预备 fermion气体模型的每个微观态由其六个轨道

态是否被占据来决定。

a) 证明这个模型系统总共有 26 = 64 个可能的微观态，因而熵

的表达式里总共有 64 项。

b) 证明这个表达式可以简化成

S = −kB
∑
m,n

fm,n ln fm,n,

这个式子中只有六项。是这个体系的什么性质使得这个神奇

的简化可以进行？

18.1-3 将关于 U 的(17.27)式应用在 fermion 预备气体模型的基本方程之

上。证明可以得到与(18.7)式相同的结果。

18.1-4 证明在 ε = µ 处有 df/dε = −β/4。通过这个结果，证明 f 在大

约ε = µ + kBT 处下降至 f = 0.25，在大约ε = µ − kBT 上升至

f = 0.75（在图18.1中检查你的结果）。这个大致估算给出了关于 f

迅速变化的 ε 区域的定性图像。

18.1-5 证明图18.14（即 f(ε, T ) 作为 ε 的函数图像）关于点 ε = µ, f = 1
2

中心反演对称。即，证明 f(ε, T ) 满足如下关系

f(µ+∆, T ) = 1− f(µ−∆, T ),
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5 译注：原文此处函数自变量写

错

或者是说

f(ε, T ) = 1− f(2µ− ε, T ),

并解释为什么这个式子能表达相应的对称性。

18.1-6 假定 f(ε, T ) 可以用关于 ε 在如下所述三个区间中的分段线性函数

近似。在 ε ≃ µ 附近，f(ε, T ) 近似为通过点 (ε = µ, f = 1
2) 的一

条直线，斜率符合该点曲线的情形。对于小的 ε，f(ε, T ) 取做一。

对于大的 ε，f(ε, T ) 取做零5。

在中间段的直线斜率是多少？其 ‘‘宽度’’ 是多少？将这个结果与习

题 18.1-4 的大致估算相比较。

18.2 理想 Fermi 流体

现在将注意力转向 ‘‘理想 Fermi流体’’，这个被广泛应用的模型系统

具有着深远的意义。理想 Fermi 气体是经典理想气体的量子对应物，其

由无相互作用（或者说充分小以致可略）的 fermion 构成。

概念上讲，最简单的理想 Fermi 流体是一堆中子，在中子星里和重

原子核中（作为中子-质子 ‘‘二分量流体’’ 的一个分量）的情况就是这样。

复合 ‘‘粒子’’，比如说原子，当其包含有奇数个 fermion 时，会体现

出 fermion 的性质。那么氦三（3He）原子（包含两个质子、一个中子和

两个电子）就会像 fermion 一样。相应的，3He 原子构成的气体就能处

理成 ‘‘理想 Fermi 流体’’。相反，4He 原子有一个额外的中子，就表现得

像 boson 一样。这两类原子虽然在化学上无法区分，但其在低温下性质

的巨大差异，是和这些量子流体的统计力学是分不开的。

金属中的电子是另一类有吸引力的 Fermi 流体，我们将在18.4节中

详细讨论。

我们先来讨论一个一般性的理想 Fermi 流体的统计力学。分析过程

将遵循上一节中对待预备 fermion 气体模型的范式。由于流体中轨道态

的量子数相当大，并不仅仅是之前的六个，因而求和将被替换成积分。但

其他步骤都和之前是完全一样的。

为了计算理想 fermion 流体的基本关系，我们选择考虑其与温度 T

的热库和电化学势 µ 粒子库接触的情形。再强调一遍，实验室中的真实

系统可能有着不同的边界条件——它可能是闭的，也可能只是和一个热

源热接触，或者其他。但是热力学基本关系并不代表着什么边界条件，我

们总能选取使得计算最为方便的边界条件。这里选取了适用于巨正则系

综理论的边界条件。

fermion的轨道态可以用其波函数的波矢 k（回忆(16.43)式）和自旋

取向（对于自旋 1
2 的 fermion 来说是 ‘‘上’’ 和 ‘‘下’’）。配分求和可以拆
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6 译注：这个二倍实际上已经体

现在(18.18)式对数函数内的平
方因子上。

分成对于全体轨道态的乘积

Z =
∏

k,ms

zk,ms , (18.13)

其中 ms 可以取两个值，ms = 1
2 代表着自旋向上，ms = −1

2 代表着

自旋向下。每个轨道态都亦或是空的和单占据的。空轨道态不贡献能量，

k,ms 轨道态被占据会贡献能量

εk,ms =
p2

2m
=

ℏ2k2

2m
(与 ms 无关), (18.14)

从而对于单个轨道态 k,ms 的配分求和是

zk,ms = 1 + e−β(ℏ2k2/2m−µ). (18.15)

将 zk,1/2 · zk,−1/2 简记为 zk，称为 ‘‘模式 k 的配分求和”

Z =
∏

k,ms

zk,ms =
∏
k
zk,1/2 · zk,−1/2

=
∏
k

[
1 + 2e−β(ℏ2k2/2m−µ) + e−2β(ℏ2k2/2m−µ)

]
.

(18.16)

这三项分别代表空模式、单占据模式（有两个可能的自旋朝向）、以及双

占据模式（一个自旋朝上一个自旋朝下）。

每个轨道态 (k,ms) 都是独立的，其占据概率为

fk,ms =
e−β(ℏ2k2/2m−µ)

zk,ms

=
1

eβ(ℏ2k2/2m−µ) + 1
. (18.17)

这个函数在图18.1中已经画出来过了。

到这一步后我们有两条路可以走。原理性算法教导我们要先计算巨

正则势 Ψ(= −kBT lnZ)，以得到基本方程。另一条路是直接从(18.17)式

出发计算一切感兴趣的量。先来计算基本方程，然后在从 ‘‘轨道态分布

函数”fk,ms 出发获取其他（平行的）信息。

巨正则势为

Ψ = −kBT
∑

k
zk = −kBT

∑
k

ln
[
1 + e−β(ℏ2k2/2m−µ)

]2
. (18.18)

（单自旋朝向的）轨道态密度是 D(ε)dε，在(16.47)式中已经给出

D(ε)dε = V

2π2
k2

dk
dε dε = V

4π2

(
2m

ℏ2

)3/2

ε1/2 dε. (18.19)

插入一个两个自旋朝向导致的因子 26，Ψ 可以写成
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表 18.1: 量子流体的统计力学。上面的符号对应 fermion，下面的符号对应 boson。
(a) 配分求和因子。自旋取向数为 g0 = 2S + 1（对于零自旋 boson g0 = 1；对于自旋 1

2
fermion

g0 = 2，等等）。
(b) zk 是（给定 k 和 ms 的）单轨道态的配分求和。
(c) fk,ms 是轨道态 k,ms 的平均占据数（或 ‘‘占据概率’’）。
(d, e,& f) D(ε) 是单个自旋朝向轨道态密度。
(g) Ψ(T, µ) 是基本关系。
(h, i & j)P = P (U, V ) 是一个状态方程, 对于 fermion 和 boson 都适用。

Z =
∏

k,ms
zk,ms =

∏
k z

g0
k (a)

zk =
[
1± e−β(εk−µ)

]±1 (b)
fk,ms =

1
eβ(εk−µ)±1

(c)
−βΨ = lnZ = g0

∑
k ln zk = ±g0

∑
k ln[1± e−β(εk−µ)] (d)

= ±g0
∫∞
0 ln[1± e−β(ε−µ)]D(ε)dε (e)

D(ε) = V
(2π)2

(
2m
ℏ2
)3/2

ε1/2 (f)
Ψ = −2

3
g0V
(2π)2

(2mℏ2 )
3/2
∫∞
0

ε3/2

eβ(ε−µ)±1
dε （基本方程） (g)

注意到 Ψ = −2
3

∫∞
0 εf(ε)g0D(ε)dε = −2

3U (h)
以及 Ψ = −PV （对于简单系统） (i)
故 U = 2

3PV （状态方程） (j)

Ψ = −2kBT

∫ ∞

0
ln(1 + e−β(ε−µ))D(ε)dε

= −kBT
V

2π2

(
2m

ℏ2

)3/2 ∫ ∞

0
ε1/2 ln(1 + e−β(ε−µ)) dε.

(18.20)

遗憾的是这个积分不能够解析给出。那些由 Ψ 的微分得到的有直接意

义的物理量也只能表达成积分形式。这些量可以用数值格点或者其他的

近似方法来得到充分高精度的值。原则上讲，对于统计力学而言，问题

到(18.20)式已经解决了。

气体中的粒子数 Ñ 是有意义的。对 Ψ 求导得到

Ñ = −∂Ψ
∂µ

= 2

∫ ∞

0

1

eβ(ε−µ) + 1
D(ε)dε

=
V

2π2

(
2m

ℏ2

)3/2 ∫ ∞

0

ε1/2

eβ(ε−µ) + 1
dε.

(18.21)

这个式子的第一个形式明显就是对所有态上的占据概率求和。类似的，由

求导得到的能量也会完全和对全部态求和 εf 的结果相同

U = −
(
∂βΨ

∂β

)
βµ

= 2

∫ ∞

0

ε

eβ(ε−µ) + 1
D(ε)dε

=
V

2π2

(
2m

ℏ2

)3/2 ∫ ∞

0

ε3/2

eβ(ε−µ) + 1
dε.

(18.22)

将统计力学应用于量子流体的流程图绘制于表18.1中。尽管要在稍

后的章节中才会仔细考虑，Bose 流体也包含在内。它们之间的区别仅仅

是几个符号，正如在18.5节中会出现的一样。

在仔细讨论这些一般性结果之前，先确认其在高温下能退化成经典

理想气体是明智的，顺便也能确定区分经典和量子力学的分界线。
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习题

18.2-1 对于 fermion 证明表18.1中的 c, g, h, i 以及 j 式。

18.3 经典极限和量子修正

量子区域的特征在于一个 fermion 不能去占据任意选定的轨道态，

而要去看这个轨道态上是否事先被其他粒子所占据。但是在高温或者低

密度下，不管哪个轨道态被占据的概率都是很小的，那么 fermion 无法

同时占据同一个轨道态所造成的影响会很小。在低密度或高温的情形下，

少数粒子分布在大量的态上，使得所有气体都变得经典起来。

能量为 ε的态被占据的概率是 [eβ(ε−µ)+1]−1，当 e−βµ 很大的时候，

或者说逸度 (fugacity)eβµ 很小的时候，这个概率（对于全部 ε）会很小：

eβµ ≪ 1 （经典区域）. (18.23)

在经典区域中，相应的概率约化为

fk,mszk,ms ≃ eβµe−βε. (18.24)

在图18.1中，，经典区域对应于 Fermi 能级衰退为相当大的负值，从而所

有物理轨道都呆在 f(ε, T ) 曲线的 ‘‘尾巴’’ 上。

我们首先确认(18.24)式能够重新得到经典的结果，然后讨论什么样

的物理条件会导致一个小的逸度。

(18.21)式给出的粒子数 Ñ 对于小的逸度变成

Ñ ≃ g0V

(2π)2

(
2m

ℏ2

)3/2

eβµ
∫ ∞

0
e−βεε1/2 dε = g0V

λ3T
eβµ, (18.25)

式中 λT（马上就会解释它的物理意义）由下式定义

λT =
h√

2πmkBT
, (18.26)

以及 g0 = 2S+1 是可能的自旋取向数目（对于自旋 1
2 来说是二）。对于

由(18.22)式给出的能量来说也是类似的

U =
2V

(2π)2

(
2m

ℏ2

)3/2

eβµ
∫ ∞

0
e−βεε3/2 dε = 3

2
kBT

g0V

λ3T
eβµ, (18.27)

从而得到

U =
3

2
ÑkBT (18.28)
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7 译注：原文为 18.26 式，有误

8 译注：在学习了量子统计物理，

对元激发、准粒子等概念有所了

解之后，读者会对这个问题有新

的认识。

这就是熟知的理想气体的状态方程。此外(18.25)式和(18.27)式也分别对

经典理想气体适用。

在确保了 Fermi 气体在经典极限下能正常表现后，我们开始探讨划

分经典和量子区域的判据。从讨论中可以知道这个分界线出现在逸度大

致是一的量级时

eβµ ≃ 1 （经典-量子边界）, (18.29)

或者从(18.25)式来看

λ3T /

(
g0V

Ñ

)
≃ 1 （经典-量子边界）. (18.30)

‘‘量子判据’’ 对 λT 的意义给出了一个图像上的解释。事实上 λT 就

是一个具有动能 kBT 的粒子的量子波长（见习题 18.3-2），其被称为 ‘‘热

波长’’。从(18.25)式可以知道在经典极限下逸度等于 ‘‘热体积”λ3T 与单

个（有给定自旋的）粒子占据体积 V /(Ñ/g0) 之比。若热体积大于（有

给定自旋的）粒子平均占据的体积，这个体系即处于量子区域，这可能

是因为大的 Ñ 或者低的 T（从而导致大的 λT）。

习题

18.3-1 通过变量替换 ε = x2 计算由(18.25)和(18.27)7式所给出的积分，注

意可以通过先对 β 求导来得到一个较简单的积分式。

18.3-2 利用量子力学的公式 p = h/λ 求得与波长相应的动量，并比较能

量 p2/2m 和 kBT，来验证将 λT 诠释成 ‘‘热波长’’ 的合理性。

18.4 强量子区：金属中的电子

第一眼看起来，金属中的电子不是一个理想 Fermi 流体的好例子，

电子携带的电荷表观上会带来相当强的粒子间相互作用力。然而离子实

的正电荷背景至少在平均意义上中和了电子的负电荷。库伦势的长程性

让平均效应占据了主导地位，某一点的电势是是大量的电子和正离子效

果的总和——有些就在附近，但更多的来自于遥远的地方。所有这些都

能够被量化，其近似的精确性可以通过固体物理学的方法论去控制。我

们暂且先简单地接受金属中电子作为理想费米气体这个模型，而不论其

基础是否牢固8。

对 Fermi 能级的估算（马上就会去做）会告诉我们对于那些合理的

温度都有 µ ≫ kBT。从而金属中的电子将是强量子区域中的理想费米

气体的一个例子。这一节通过金属中的电子来分析强量子区域中的理想

Fermi 气体，只是为了找一个物理背景，而实际上所讨论的显然不仅限

于此。
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9 译注：原文下式有误。

首先考虑零温下的电子态，将 T = 0 下的 Fermi 能级记做 µ0（‘‘费

米能量’’）。在 ε < µ0 上的占据概率是一，而 ε > µ0 上的占据概率是零，

从而（据(18.21)式）

Ñ =

√
2m3/2V

π2ℏ3

∫ µ0

0
ε1/2 dε = (2m)3/2V

3π2ℏ3
µ
3/2
0 , (18.31)

即

µ0 =
ℏ2

2m

(
3π2

Ñ

V

)2/3

. (18.32)

金属导体中单位体积内的电子数大概是1022/cm3到1022/cm3的量级（对

应于每个离子贡献一到两个电子，离子间距 ≃ 5 Å）。从而金属中电子的

Fermi 能量 µ0（或者 “Fermi 温度”µ0/kB）大概是

µ0
kB

≃ 104 K ∼ 105 K. (18.33)

前面所提到的其他一些 Fermi 流体其 Fermi 温度还会更高——白矮星里

的电子是109 K，而中子星以及重核内的中子是1012 K。

这么高的 Fermi 温度意味着极高的电子能量。零温下的能量是

U(T = 0) = 2

∫ µ0

0
εD(ε)dε = 3

5
Ñµ0. (18.34)

从而粒子的平均能量是 3
5µ0，相应于104 K的温度。

随着温度上升，Fermi能级下降（被高能量区域的高密度态 ‘‘排斥’’，

在18.1节中讨论过了这个现象）。进而一些电子从能量低于 µ 的位置 ‘‘升

级’’ 到了能量高于 µ 的位置，从而抬高了系统的能量。为了定量研究这

些效应，我们需要借用关于积分
∫
ϕ(ε)f(ε, T )dε 的一个一般性结果，其

中 ϕ(ε) 是一个任意函数，f(ε, T ) 是 Fermi 占据概率。利用 f(ε, T ) 在低

温下近似为阶跃函数的事实，可以将这个积分展开成温度的幂级数∫ ∞

0
ϕ(ε)f(ε, T ),dε =

∫ µ

0
ϕ(ε)dε+ π2

6
(kBT )

2ϕ′(µ)

+
7π4

360
(kBT )

4ϕ′′′(µ) + . . .

(18.35)

其中 ϕ′ 和 ϕ′′′ 分别是 ϕ 关于 ε 在 ε = µ 处的一阶和三阶导数。应当注

意这里 µ 是温度依赖的（而不是零温 Fermi 能量 µ0）。

首先处理 Fermi 能量的温度依赖。其可由(18.21)给出9

Ñ = 2

∫ ∞

0
f(ε, T )D(ε)dε = V

2π2

(
2m

ℏ2

)3/2 ∫ ∞

0
ε1/2 dε. (18.36)
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在18.35式中取 ϕ(ε) = ε1/2

Ñ =
V

3π2

(
2m

ℏ2

)3/2

µ3/2

[
1 +

π2

8

(
kBT

µ

)2

+ . . .

]
. (18.37)

在零温下回到了(18.32)式。为了得到关于温度的二阶项，在二阶项里把

µ 替换成 µ0 就足够了，从而

µ(T ) = µ0

[
1− π2

12

(
kBT

µ0

)
+ . . .

]
. (18.38)

这个结果和 Fermi 能级随温度上升而下降的预期相符。但对于典型的

µ0/kB 的值（104 K的量级），室温下 Fermi 能级相对于零温仅降低大

概0.1%的水平！

能量的处理是类似的，仅需要将 ε1/2 替换成 ε3/2，结果是

U =
V

5π2

(
2m

ℏ2

)3/2

µ5/2

[
1 +

5

8
π2
(
kBT

µ

)2

+ . . .

]
. (18.39)

相比于(18.32)式，可以验证在 T = 0 下我们重新得到了 U = 3
5Ñµ0

（(18.34)式）。这让我们忍不住用(18.39)式去除(18.37)式，得到

U =
3

5
Ñµ

[
1 +

1

2
π2
(
kBT

µ

)2

+ . . .

]
. (18.40)

将 µ(T ) 用(18.38)式替换，最后得到

U =
3

5
Ñµ0

[
1 +

5

12
π2
(
kBT

µ0

)2

+ . . .

]
, (18.41)

热容为

C =
3

2
ÑkB

(
π2

3

kBT

µ0

)
+O(T 3). (18.42)

前因子 3
2ÑkB 是经典结果，而括号里的因子就是源自于 fermion 量子

性质的 ‘‘量子修正因子’’。室温下量子修正因子大致是 1
10 的量级（对于

µ0

kB
≃ 104 K）。热容相对于经典结果的这个锐减和几乎所有金属的实验结

果都精确相符。

为了将金属热容的观测结果与理论相对照，我们得别忘了（16.6节

中）晶格振动对热容贡献一项正比于 T 3 的值，加上电子所贡献的线性

项和三次项

C = AT +BT 3 + . . . (18.43)
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10 从而能看到数据都在一条直

线上。

11 译注：读者应当对热力学实验

的精确度有恰当的认识，不要因

为作者的提法而对真实的结果有

过高的期望。

12 译注：另一种更形式化的证

明，可以参考 Blacnkenbecler, R.
Am. J. Phys. 25, 279

系数 A 由(18.42)式给出，而 B 等于(18.42)式中的三次项加上 Debye 理

论给出的系数（主导项）。将实验数据以 C/T 与 T 2 的形式绘图10，那么

系数 A就是 T = 0处的截距，系数 B 是相应直线的斜率。事实上用实验

数据这样作图真能得到相当完美的直线，而系数 A 和 B 也与(18.42)式

和 Debye 理论(16.51)式完美的吻合11。

(18.42)式给出的热容可以半定量的理解。当温度从 T = 0 往上升高

时，电子从能量稍稍比 µ0 低一点地方 ‘‘升级’’ 到了比 µ0 稍稍高一点的

地方。这个布居数的迁移主要发生在 2kBT 那么大的能量范围内（回忆

图18.1和习题 18.1-7）。升级过去的电子数大概是 D(µ0)2kBT 的量级，每

个电子大概提升了 kBT 的能量。从而能量的增量大致是

U − U0 ≃ 2D(µ0)(kBT )
2. (18.44)

又有 D(µ0) = 3Ñ/2µ0，故

U − U0 ≃
3Ñ(kBT )

2

µ0
, (18.45)

以及

C ≃ 3

2
ÑkB

(
2
kBT

µ0

)
. (18.46)

这个粗糙的估算和(18.42)式给出的定量计算结果已经很接近了，相差的

只是括号里的因子，之前是 π2/3 而(18.46)式中是 2。

习题

18.4-1 证明(18.32)式可以解释成 µ0 = ℏ2k2F /2m，其中 kF 是一个八分之

一能包含 2Ñ 粒子（回忆16.6节的结果）的 -空间中的球的半径。为

什么这里是 2Ñ 而不是 Ñ？

18.4-2 通过如下方式导出(18.35)式12：

a) 将(18.35)式的积分记做 I，首先分部积分一次，并令 Φ ≡∫ ε
0 ϕ(ε

′)dε′。再将 Φ(ε)展开成 (ε−µ)的幂级数到三阶，证明

I = −
∞∑

m=0

1

m!

dmΦ(µ)

dµm Im,

其中

Im =

∫ ∞

0
(ε− µ)m

df
dε dε = −β−m

∫ ∞

−βµ

ex
(ex + 1)2

xm dx.

b) 证明将积分下限替换成 −∞ 只会产生一个指数小的误差，从

而所有 m 的奇次项都为零。
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c) 计算头两阶非零项，证明其与(18.35)式相符。

18.5 理想 Bose 流体

理想 Bose 流体的公式和理想 Fermi 流体的公式长得几乎一模一样。

不论是表18.1中所期待的还是等会将会检验的，两个公式仅仅只差一个

符号。但是其所导致的结果却大为不同。低温下 fermion 倾向于填满某

个 Fermi 能量下所有的轨道态，而 boson 则倾向于凝聚到一个最低能量

的轨道态上。这个凝聚过程在一个 ‘‘凝聚温度’’ 附近狭窄的区域中突然

发生。相变会导致4He 的超流性（对于 fermion 流体3He 不存在这个现

象），以及铅和许多金属中的超导性。

考察具有整数自旋的复合粒子构成的理想费米流体。自旋朝向的数

目是 g0 = 2S + 1，其中 S 是自旋的大小。

和 fermion 的情形一样，boson 可能的轨道态由 k 和 ms 标记，其

巨正则配分求和也可以对轨道态作分解（表18.1中的 (a) 行）。

对于单个轨道态的配分求和与 ms 无关，即，对于每个ms

zk = zk,ms = 1 + e−β(εk−µ) + e−β(2εk−2µ) + e−β(3εk−3µ) + . . . =
1

1− e−β(εk−µ)
.

(18.47)

这验证了表18.1中的 (b) 行。

轨道态 k,ms 上的平均 boson 数目为

n̄k,ms =
[
e−β(εk−µ) + 2e−β(2εk−2µ) + 3e−β(3εk−3µ) + . . .

]
/zk,ms

= kBT
∂

∂µ
ln zk,ms ,

(18.48)

这个式子很像 βN = ∂/∂µ lnZ，但它现在是对单个轨道态适用的。计算

这个导数，有

n̄k,ms ≡ fk,ms =
1

eβ(εk−µ) − 1
, (18.49)

这个结果在表18.1的 (c) 行中列出。请注意，相比于 fermion 的情况，这

里 fk,ms 不一定得小于（或等于）一。fk,ms 这个量常被称为 ‘‘占据概

率’’，但更合适的称呼是 ‘‘平均占据数”n̄k,ms。

稍稍想想 n̄k,ms 的形式就能知道 Bose粒子构成的气体的摩尔 Gibbs

函数一定得是负的。这是因为如果 µ 是正的话，那么能量 εk 等于 µ 的

那个轨道态上的占据数将是无穷大！由此我们有结论，对于粒子数有界

的气体（并且通过选取能量零点使基态能量为零），摩尔 Gibbs 势 µ 总

得是负的。

n̄ 关于 β(ε− µ) 的函数曲线绘于图18.2中。占据数从 ε = µ 处的无
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穷大降至 ε = µ+0.693kBT 处的一。在子图中，大致比对了 µ 作为 ε 的

函数在不同温度下（T2 < T1）以及不同 µ 下的两条曲线。

图 18.2: 在给定的 T 和 µ 下 Bose 平均占据数 n̄ 随轨道态能量 ε 的变化。子图大致比对了
T2 < T1 以及 µ2 < µ1 的两条曲线。

如果所考察的系统与粒子库相接触，即 µ 为常数，那么子图中的

n̄(ε, T2)就会向右移动。这个系统中的粒子数随着温度升高。如果所考察

的系统保持着不变的粒子数，即 n̄(ε, T ) 的积分为常数。如图所示，摩尔

Gibbs 势 µ 就会随着温度升高而降低（和 Fermi 气体中的情形一样）。

巨正则势 Ψ 对 Z 的对数，而它又等于(18.47)式中给出的 zk,ms 相

连乘。从而，如表18.1中的 (d) 至 (g) 行

βΨ = g0

∫ ∞

0
ln[1− e−β(ε−µ)]D(ε)dε, (18.50)
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13 译注：利用 Ehrenfest 定理和
Virial 定理可以更形式化的证明
(j) 式。

14 译注：然而，fermion 的粒子
数也不一定是守恒的，正负电子

湮灭便是一个例子。实际上，这取

决于能标以及相互作用的形式。

15 译注：例举的这个过程需要其

他物质的参与。若在真空中，可

以由 Furry 定理断定其不可能发
生。

16 译注：严格来说，讨论这类物

质的摩尔 Gibbs 势没有意义。

或者说，通过分部积分

Ψ = −2

3

g0V

(2π)2

(
2m

ℏ2

)3/2 ∫ ∞

0

ε3/2

eβ(ε−µ) − 1
dε, (18.51)

便又一次得到了体系的力学状态方程 P = 2U/3V（表18.1中的 (i)和 (j)

行）13。

对于一个与粒子库接触从而 µ 为常数的系统，其热力学可以直接的

得到。但对于粒子数 Ñ 为常数的系统，上面列出的那些看似无害的方程

会导致一些惊人的结论，这些结论无法在 fermion 系统或者经典系统中

找到。作为这些思考的预先练习，我们先来看看一个物理上粒子数就不

守恒的系统。

18.6 粒子数不守恒的理想 Bose 流体：重探电磁辐射

正如在18.1中所认识到的，boson对应于经典物理中的 ‘‘波’’。这个经

典对应使其不必像 fermion一样，boson的粒子数不一定得是守恒的14在

某些情况下，例如4He原子构成的流体，boson是守恒的；在另一些情况

下，如 ‘‘光子气体’’（回忆3.6节），boson 不是守恒的。存在着类似于两

个光子通过某种非线性的耦合产生三个光子的过程15。我们怎样才能将

理想 Bose 气体的公式应用到这可能会出现不守恒的情形中呢？

回到17.2和17.3节中对于巨正则系综理论的讨论。在那儿我们在能量

（(17.30)式）和粒子数（(17.31)式式）的约束下，对无序性取极大。为处

理这两个约束，引入了 Lagrange 参数 λ2, λ3（(17.33)式），随后通过物

理上的考虑确认其分别为 λ2 = β 以及 λ3 = βµ。处理不守恒的粒子只

要简单的忽略对粒子数的约束关系就行了。略去 λ3 相当于取 λ3 = 0 或

者说 µ = 0。由此我们有结论，粒子数不守恒的 Bose 气体的摩尔 Gibbs

势为零16。

µ = 0 的情况下巨正则系综理论和正则系综理论一模一样。从而对

光子气体的巨正则分析便是16.7节中所发展的对电磁辐射正则处理的简

单重复。读者应当将表18.1和16.7一步一步的平行比较（习题 18.6-2）。

考察18.6节中和本节中所用的不同观点将是有教益的。在之前的分

析中我们关注于电磁场的简正模式，从而在正则系综理论下处理。本节

中我们关注于场量子，或者说光子，使用巨正则理论是更为自然的。但

粒子数不守恒导致了 µ 为零，进而使得两套理论完全等价。只有用的语

言不一样！

能量为 ε 的光子数为 (eβε − 1)−1，其容许的能量为

ε = ℏω = ℏc
2π

λ
=
hc

λ
. (18.52)

这里 c 是光速，λ 是光子的量子力学波长（或者在16.7节的模式语境下，



Draft
Transl

at
ion

18.7 Bose凝聚 315

简正模式的波长）。无穷长波长的 boson 的布居数是无界的3这些长波光

子的能量为零，故随着 boson 粒子数在形式上发散，能量不会发散。

重申一遍，电磁辐射即可以用简正模式来描述，也可以用这些模式

的量子激发来描述。前一个观点导向正则系综。后一个观点导向粒子数

不守恒的 Bose 气体、这类气体的摩尔 Gibbs 势为零，以及基态上布居

着的无穷多个（不可观测的）零能 boson。

所有的这些看起来可能会相当的不自然和怪异，它们在粒子数守恒

的 boson 系统中没有对应物。而接下来我们将转向这类系统，其会展现

出4He 超流及金属超导等新物理。

习题

18.6-1 计算温度为300K下在1m3大小的方盒子里能量最低的轨道态上的

光子数。其总能量为多少？在波长为5000 Å的单个轨道态上的光子

数是多少，这些光子的总能量呢？

18.6-2 (a) 将巨正则系综理论应用至光子气体时，能否在表18.1中 (f) 式

使用轨道态密度函数 D(ε)？解释之。

(b) 记光速为 c，证明由 c = 波长/周期 可以得到 ω = ck。从这

个关系式以及16.5节的内容出发求得轨道态密度 D(ε)。

(c) 证明用巨正则系综理论对光子气体的分析和16.7节中给出的

理论完全一致。

18.7 Bose 凝聚

小插曲结束了，现在来面对正题：粒子数守恒的封闭系统。正如

图18.2及其后续的讨论中所展现的，摩尔 Gibbs 势 µ 会随着温度下降

而上升（同 fermion 的情形一致）。

假定作为物质粒子的 boson 动能写成 ε = p2/2m，其轨道态密度正

比于 ε1/2（表18.1中的 (f) 式），粒子数为

Ñe =
g0V

(2π)2

(
2m

ℏ2

)3/2 ∫ ∞

0

ε1/2

ξ−1eβε − 1
dε, (18.53)

其中 ξ 是逸度 (fugacity)

ξ ≡ eβµ, (18.54)

Ñe 的下标 e 的意义随后会解释，现在把其当成 Ñ 的另一个记号就好。

摩尔 Gibbs 势总是负的（对于粒子数守恒的系统），从而逸度是零到一

3自然，具有无穷长波长的光子只能呆在无穷大的容器中，但是充分大的容器中的光
子数可以大于任何预先设定的上界。
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之间的一个量。

0 < ξ < 1. (18.55)

这个事实鼓励我们将(18.53)式按逸度的幂次展开，得到

Ñe =

[
g0V

(2π)2

(
2m

ℏ2

)3/2
] √

π

2
(kBT )

3/2F3/2(ξ) =
g0V

λ3T
F3/2(ξ), (18.56)

其中 λT 为 ‘‘热波长’’（见(18.26)式），以及

F3/2(ξ) =

∞∑
r=1

ξr

r3/2
= ξ +

ξ2

2
√
2
+

ξ3

3
√
3
+ . . . (18.57)

在高温极限下逸度很小，从而 F3/2(ξ) 可以用 ξ（它的领头项）来代替，

从而(18.56)式退化至用其经典形式(18.25)式。

类似的，

U =

[
g0V

(2π)2

(
2m

ℏ2

)3/2
]
3
√
π

4
(kBT )

5/2F5/2(ξ) =
3

2
kBT

g0V

λ3T
F3/2(ξ),

(18.58)

其中

F5/2(ξ) =

∞∑
r=1

ξr

r5/2
= ξ +

ξ2

4
√
2
+

ξ3

9
√
3
+ . . . (18.59)

如果将 F5/2(ξ) 替换成 ξ，U 的式子也能退化到经典极限(18.27)式。

用(18.56)式去除(18.58)式

U =
3

2
ÑekBT

F5/2(ξ)

F3/2(ξ)
, (18.60)

从而比值 F5/2(ξ)/F3/2(ξ) 便衡量了相对于经典状态方程的差异。

F5/2(ξ) 和 F3/2(ξ) 这两个函数项级数的所有系数都是正的，从而它

们都是 ξ 的单调递增函数，如图18.3所示。其在 ξ = 0 处的斜率都是一。

在 ξ = 1 处函数 F3/2(ξ) 和 F5/2(ξ) 的值分别是 2.612 和 1.34。

这两个函数满足关系式

d
dξF5/2(ξ) =

1

ξ
F3/2(ξ), (18.61)

由这个我们知道 F5/2(ξ) 在 ξ = 1 处的斜率等于 F3/2(1)，或者说 2.612。

而 F3/2(ξ) 在 ξ = 1 处的斜率是无穷大（习题 18.7-2）。

对于给定气体的分析现在明确了。假定 Ñe, V 和 T 是已知的。那
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图 18.3: 函数 F5/2(ξ) 和 F3/2(ξ) 分别用以表征粒子数守恒的 boson 气体的粒子数和能量
（(18.57)-(18.60)式）。

么可得 F3/2(ξ) = Neλ
3
T /g0V，逸度 ξ 可从图18.3中得到。给定逸度之

后所有热力学函数都能由巨正则系综理论给出。例如，能量就可以通过

图18.3以及(18.58)或(18.60)式中求得。

上面这些讨论看上去都非常直接并且有道理，但如果一旦考虑到对

于某些给定的 Ñe, V 的 T 的值，会使得 Ñ2λ
3
T /g0V 这个量大于 2.612

时，可能就会有点懵逼了。从图18.3中找不到逸度 ξ 的解！上述分析在

‘‘极端量子极限’’ 下失效了！

停下来仔细找找问题出在了哪儿。当 Ñeλ
3
T /g0V (= F3/2(ξ)) 等于

2.612 时，逸度会变成一，或者说摩尔 Gibbs 势变成零。但在之前我们

就注意到了当 µ = 0 时零能轨道态上的布居数 n̄ 会发散。当将对轨道态

的求和转换成积分时（用轨道态密度加权，其在 µ = 0 处为零），这个病

态的行为会消失。这种操作在 g0V /Neλ
3
T < 2.612 时是可接受的，但如

果这个量大于 2.612 的话，我们得在用积分替代求和时进行精细和微妙

的处理。

先别管该怎么处理 g0V /Ñeλ
3
T ≥ 2.612 的情况，先算算 ‘‘积分分析’’

（相对于 ‘‘求和分析’’）失效的温度。取 g0V /Ñeλ
3
T = 2.612 有

kBTc =
2πℏ2

m

(
1

2.612

Ñ

g0V

)3/2

, (18.62)

其中 Tc 被称为 Bose 凝聚 (condensation) 温度。对于高于 Tc 的温度

‘‘积分分析’’ 可行。在低于 Tc 时会发生 “Bose 凝聚’’，在基态轨道上会

出现反常的粒子布居数。

在(18.62)式中取原子质量 m和表观粒子数密度 Ñe/g0V 为液态
4He

的情况，可以得到凝聚温度 (≃ 3K) 接近于超流以及其他一些非经典效
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应出现的温度 (2.17K)。考虑到我们将4He 处理成了无相互作用理想气

体，这个结果可以算是符合的非常好了。

为求得基态轨道以及其他低激发轨道态上的布居数，重新来看关于

总粒子数的式子

Ñe =
∑
k,ms

n̄(εk) = g0
∑

k

[
eβ(εk−µ)−1

]−1
(18.63)

容许的能量值为

εnx,ny ,nz =
p2

2m
=

h2

2m

(
1

λ2x
+

1

λ2y
+

1

λ2z

)
=

h2

8mV 2/3

(
n2x + n2y + n2z

)
,

(18.64)

其中我们再一次引用了量子力学关于动量和波长的关系（p = h/λ），假

定边长为 V 1/3 的方盒子，要求每一条边 ‘‘贴合’’ 相应半波长的整数倍

（1
2nxλx = V 1/3 等等）。这些离散量子力学态的能量与我们在16.5节用以

导出轨道态密度函数的那个一样。基态能量在 nx = ny = nz = 1 时取得

（一般我们以这个为能量零点）。第一激发态有两个 n 是一，还有一个是

二——这是一个三重简并态。能级差为 ε211−ε111 = 6h2/mV 2/3。对于一

个一升（V = 10−3 m3）的容器，取质量为4He的质量 (≃ 6.6 × 10−27 kg)，
第一激发态的能量（相对于基态能量）是

ε211 − ε111 = 6h2/mV 3/2 ≃ 2.5 × 10−37 J,

或者

(ε211 − ε111)/kB ≃ 2 × 10−14 K. (18.65)

可以看到离散态之间的能量差非常接近——比任何合理的温度下 kBT

要小得多。把求和用积分替代应当是相当自然的呀！

让我们再仔细检查检查当化学势从下面逼近 ε111 时各个态的布居

数。我们尤其感兴趣的是基态轨道的布居数相比气体的总粒子数可观时

µ 的值。令 n0 为基态轨道上的粒子数，那么 [exp(ε111−µ)− 1]−1 = n0。

若 n0 ≫ 1，则 β(ε111 − µ) ≪ 1，可以将指数函数展开到一次项，则

n0 ∼ kBT/(ε111 − µ)。从而基态轨道上的粒子数和系统总粒子数（例如

n0 ≃ 1022）可比，出现在 β(ε111 − µ) ∼ 10−22 时。

那么，此时第一激发态上的布居数是多少？能量差 (ε111 −µ)/kB 是

≃ 10−21 K（对于 T ≃ 10K），而 (ε211−ε111)/kB ≃ 1 × 10−14 K（18.65式）。

从而得到 n211/n0 ≃ 10−7。更高的态上的布居数依然下降地非常快。

随着 Bose 气体的温度下降，其摩尔 Gibbs 势上升并接近于基态轨
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17 译注：原文数个引用公式都提

前了一个编号，已更正。

道能量。基态轨道上的布居数上升，在临界温度 Tc 下相对于 Bose 气体

总粒子数而言相当可观。而其他任意单个态上的布居数相对而言都是可

略的。

随着温度进一步下降，µ 和基态能量的距离没法比 β(µ − ε111) =

1/Ñ ≃ 10−23 更近（此时基态上呆着气体中所有 N 个粒子！）。这里基

态屏蔽了其他所有态，使 µ 无法和它们更接近，这些态各自都只有相当

少的粒子布居。自然，剩下的粒子都呆在基态上。

对于 Bose 凝聚中的物理有了这个认识之后，修正之前的分析将是

非常简单的工作。除去基态外的所有轨道态用对轨道态密度的积分就可

以很好的表示了。而基态需要从精确求和中预先区分出来单独处理。

粒子数为

Ñ = n0 + Ñe, (18.66)

其中 n0 是基态轨道上的粒子数

n0 =
(
e−βµ + 1

)−1
=

ξ

1− ξ
, (18.67)

另外 Ñe 是 ‘‘激发态”(excited state，即除去基态以外的全部轨道态) 上

的粒子数。‘‘激发粒子’’ 的数目 Ñe 由(18.53)式17给出。

关于能量的(18.58)式仍然是对的，因为零能轨道上的布居不贡献能

量。从而对理论的全部修正包括将 Ñe 重新诠释成激发态上的粒子数，以

及附带的(18.66)和(18.67)式。

等价的，在计算巨正则势时可以简单的把之前得到的结果加上去

（(18.51)式）, 得到基本方程

Ψ = g0kBT ln(1− ξ)− g0kBT
V

λ3
F5/2(ξ), (18.68)

自然，其中的 ξ 是逸度 eβµ。

利用(18.56)到(18.60)式和(18.66)到(18.67)式，我们可以计算关于 Bose

流体形形色色的各种可观测性质。这些性质总结在表18.2中，并在图18.4中

简要画出。

首先，考虑基态粒子数的温度依赖。对于 T < Tc 呆在激发态的最

大粒子数为

Ñe =
g0V

λ3T
F3/2(1), T < Tc, (18.69)
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图 18.4: 理想 Bose 流体的性质。关于 T > Tc 处的能量和热容是随便画的。
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表 18.2: 理想 Bose 流体的性质

基本方程
Ψ = kB ln(1− ξ)− kBT (V /λ3T )F5/2(ξ),

凝聚温度

kBTc =
2πℏ2
m

(
1

2.612
Ñ
g0V

)3/2
,

凝聚和激发的 boson
Ñ = n0 + Ñe, n0 =

ξ
1−ξ , Ñe =

V
λ3F3/2(ξ);

T > Tc : n0 ≪ Ñ , Ñe ≃ Ñ = V
λ3
F3/2(ξ);

T < Tc : n0/Ñ = 1− Ñe/Ñ =
(
1− T

Tc

)3/2
.

能量 T > Tc : U = 3
2ÑekBT

F5/2(ξ)

F3/2(ξ)
;

T < Tc : U = 3
2ÑekBT

F5/2(ξ)

F3/2(ξ)

(
T
Tc

)3/2
= 0.76ÑkBTc

(
T
Tc

)5/2
.

热容 cv（每粒子）

T > Tc : cv = 3
2kB

[
5F5/2(ξ)

2F3/2(ξ)
−

3F ′
5/2

(ξ)

2F ′
3/2

(ξ)

]
;

T < Tc : cv = 1.9kB

(
T
Tc

)3/2
.

熵

T > Tc : S = 5
2kB

V
λ3
T
F5/2(ξ)− ÑkB ln ξ;

T < Tc : S = 5
2 lB

V
λ3
T
F5/2(1) = 3.35kB

V
λ3
T

.

特别的，当 T → Tc，有 Ñe → Ñ，故

Ñ =
g0V

λ3T
F3/2(1), (18.70)

其中 λc 是 λT 在 T = Tc 时的值。作除法

Ñe

Ñ
=

(
λc
λT

)3

=

(
T

Tc

)3/2

. (18.71)

基态上的粒子数为

n0

Ñ
= 1− Ñe

Ñ
= 1−

(
T

Tc

)3/2

. (18.72)

这个依赖关系在图18.4中大致画出。

由于系统能量的导数就是热容这个易于观测的量，所以我们也对它

挺感兴趣。T > Tc 的情况下能量由(18.60)式给出。而对于 T < Tc，可

以将(18.58)式改写成

U =
3

2
kBT

g0V

λ3T
F3/2(1) =

3

2
kBT

Ñe

F3/2(1)
F5/2(1),

=
3

2
ÑkBT

F5/2(1)

F3/2(1)

Ñe

Ñ
=

3

2
ÑkBT (0.51)

(
T

Tc

)3/2

= 0.76ÑkBTc

(
T

Tc

)5/2

, T < Tc.

(18.73)
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对于 T > Tc，能量由(18.60)式给出，即 U = 3
2ÑekBT [F5/2(ξ)/F3/2(ξ)]，

故能量总是比其经典对应值要小。逸度关于 T 的关系可以从图18.2中得

到。

计算 T < Tc 下的摩尔热容可以直接通过(18.73)式求导得到

cv = 1.9ÑkB

(
T

Tc

)3/2

, T < Tc. (18.74)

尤其值得主义得是，在 T = Tc 下 cv = 1.9NkB，明显比高温下的经典结

果 1.5NkB 要高。

计算 T > Tc 下的热容需要在 Ñ 为常数的情况下对(18.60)式求导，

并通过(18.56)式求得 (dξ/dT )V。这个结果在图18.4中大致画出，并在

表18.2中给出。

热容在 T = Tc 处的尖角是 Bose 凝聚的信号。类似的不连续性也

在4He 流体上观察到了；其具体的形状与两序参量的普遍性分类的重整

化群理论的预言相符（复习第12章的倒数第二段）。

最后我们注意4He的 Bose凝聚伴随着一些新奇的现象。在 Tc 以下，

流体能在毛细管中自由流动。它能从水盆边缘爬出去。正如它名字所体

现的，‘‘超流体’’。对这些性质的解释超出了统计力学的范围。我们只需

要知道它是 ‘‘凝聚相’’，或者说能在狭窄的管子中自由流动的基态分量就

好。这个分量很难通过摩擦耗散能量，因为它已经呆在基态上了。更具

有意义的是，凝聚相具有量子相干性，这个概念没有经典对应物；所有

的 boson 都呆在单个态上，关联在一起，与呆在激发态上的粒子（随机

分布在大量的态上）完全不一样。

类似的 Bose凝聚发生在特定金属的电子流体中。通过与声子相互作

用，一对电子可以耦合在一起。电子对的行为如同 boson 一样。其 Bose

凝聚指向了超导电性，类似于4He 中的超流性。

习题

18.7-1 证明分别关于 Ñe 和 U 的(18.56)式和(18.58)式在经典区域会趋向

于相应的经典极限。

18.7-2 证明 F3/2(1), F5/2(1) 以及 F ′
5/2(1) 都是有限的，而 F ′

3/2(1) 是无穷

大。这里 F ′
3/2(1) 代表 F3/2(x) 在 x = 1 处的导数值。

18.7-3 证明精确考虑了基态轨道的贡献之后，会给巨正则配分求和加上一

项 g0kBT ln(1− ξ)，从而验证(18.68)式。
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19.1 涨落的概率分布

一个宏观系统在其诸微观态上随机游荡。如果这个系统由一个子系

统以及与其作热接触的热库构成，那么这个子系统和热库就在其共同的

诸微观态间不断的跳动。这些跳动有时候会让子系统有一个较高的能量，

有时候使其有一个较低的能量，即守恒的总能量在子系统和热源之间按

照不同的比例分配。从而子系统的能量在其平衡值附近涨落。类似的，这

种涨落也出现在与压强源相接触的子系统的容积上。

这里所说的 ‘‘子系统’’，实际上，可能是一个大系统的一小部分，而

剩余部分就扮演了 ‘‘热库’’ 的角色。在这个意义上，涨落指的是一个名

义上的均匀系统的局域涨落。

对于一个与热库和压强库开放接触的系统，其体积和能量会同时发

生涨落。如果对于微观态而言，较小的体积倾向于关联较大（小）的能

量，那么体积和能量的涨落将是负（正）相关的。

对于开放系统粗糙的宏观测量一般只能得到广延量。只有在临界点

附近，涨落变得相当强时，才能通过简单的宏观测量清楚观察到，比如

说10.1中所提到的临界乳光。当远离平衡点时，涨落需要相当复杂具有

高时空分辨率的仪器才能勉强观察的到。此外，如我们即将要看到的，理

论表明涨落和类似于热容的热力学量之间有着有趣的关系。这些关系给

材料科学家们提供了一种方便的计算热容和其他类似性质的办法。

对于涨落的广延量的概率分布的统计力学形式应该不会陌生。如果

子系统与一个热库作热接触，那么系统占据一个具有能量 Ê 给定微观

态的概率为 eβF−βÊ。如果子系统同时和压强源以及热库作接触，那么系

统占据一个具有能量 Ê 以及体积 V̂ 的给定微观态的概率是 exp[βG −
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β(Ê +PV̂ )]。更一般的，对于与对应于广延量 X0, X1, . . . , Xs 的库相接

触的系统，其处在一个具有参数 X̂0, X̂1, . . . , X̂s 的给定态上的概率是

fX̂0,X̂1,...,X̂s
= exp

{
−k−1

B S [F0, . . . , Fs]− k−1
B

(
F0X̂0 + · · ·+ FsX̂s

)}
.

(19.1)

这里 S [F0, . . . , Fs] 是 Massieu 函数（熵的 Legendre 变换），F0, . . . , Fs

是熵表象下的强度量（其值等于库所具有的值）。

19.2 热力学涨落的矩

让我们（暂时）假设能量 Ê 是唯一涨落的量，而其他所有广延量都

被约束住了。Ê 与其平均值 ⟨Ê⟩ = U 的差 (Ê−U)是一个平均值为零的

涨落量。均方涨落⟨(Ê − U)2⟩，或者叫 ‘‘二阶中心矩’’，是对能量涨落范

围的一个度量。完全描述能量涨落需要知道全部中心矩 ⟨(Ê − U)n⟩，其

中 n = 2, 3, 4, . . .

涨落的二阶中心矩可以直接正则概率分布得到

⟨(Ê − U)2⟩ =
∑
j

(Ej − U)2eβ(F−Ej). (19.2)

注意

∂

∂β
(βF ) = U, (19.3)

故(19.2)式可以写成

⟨(Ê − U)2⟩ = −
∑
j

(Ej − U)2
∂

∂β
eβ(F−Ej) (19.4)

= − ∂

∂β

∑
j

(Ej − U)eβ(F−Ej) − ∂U

∂β
. (19.5)

一阶矩是零，而导数 ∂U/∂β 与热容相关，故

⟨(Ê − U)2⟩ = −∂U
∂β

= kBT
2Ncv. (19.6)

这个结果有几个方面需要注意。最重要的是能量均方涨落正比于系

统的大小。从而，描述了相对于平均能量的涨落1的相对均方根偏差⟨(Ê − U)2⟩2 /U，

正比于 N−1/2。对于大系统（N → ∞）而言，涨落相对于平均值可略，

热力学是精确的。

对于那些需要相当多的热量才能造成温度可观改变的系统（大的

1明确起见，此处能量 U 在 T = 0 时取作零。
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cv），能量涨落也相对较大。此外在低温下所有系统的涨落都会变得很小

（此时 cv → 0）。最后再想想在临界点处热容和涨落振幅都会发散，这

与(19.6)式相符。

重复(19.4)式到(19.6)式的过程，可以计算能量涨落的高阶矩。

⟨(Ê − U)n+1⟩ = −
∑
j

(Ej − U)n
∂

∂β
eβ(F−Ej)

= − ∂

∂β

∑
j

(Ej − U)neβ(F−Ej) +
∑
j

eβ(F−Ej)
∂

∂β
(Ej − U)n

= − ∂

∂β
⟨(Ej − U)n⟩+ n

∑
j

eβ(F−Ej)(Ej − U)n−1∂U

∂β

= − ∂

∂β
⟨(Ej − U)n⟩+ n ⟨(Ej − U)n−1⟩ ∂U

∂β
.

(19.7)

能量涨落的高阶矩可以由(19.7)式给出的递推关系得到。特别的，三阶矩

为

⟨(Ê − U)3⟩ = Nk2BT
2(2Tcv + T 2∂cv

∂T
). (19.8)

习题

19.2-1 一个分子具有本征频率为 ω 的振动模式，嵌入在温度为 T 的宏观

系统中。计算其振动能量的二阶中心矩 ⟨Ê2⟩ − ⟨Ê⟩2 作为频率、温

度以及其他物理常数的函数。

19.2-2 计算前一个问题中分子的三阶中心矩。

19.2-3 计算辐射场的体积 V ′ 内的能量均方偏差（参考3.6节）。假设体积

V ′ 相对于整个辐射场的体积 V 是个小量，并假设其处在温度为 T

的平衡态。注意(19.6)式中的乘积 (Ncv) 在这里对应于所考虑样本

的总热容。

19.3 广义矩以及关联矩

2

一般来讲，我们不仅对其他类似于能量这样单个变量的涨落矩感兴

趣，同时也关心用以度量两个或者更多涨落量的关联的联合矩。考虑如

下形式的广义二阶矩

⟨∆X̂j∆X̂k⟩ =
∑
态

(X̂j −Xj)(X̂k −Xk)fX̂0,X̂1,...,X̂s
, (19.9)

2On the Formalism of Thermodynamics Fluctuation Theory, R. F. Greene and H.
B. Callen, Phys. Rev. 85, 16(1956)



Draft
Transl

at
ion

326 Chapter 19. 涨落

其中 fX̂0,X̂1,...,X̂s
已经在(19.1)式中定义。这样的二阶矩度量了一个与具

有恒定 F0, F1, . . . , Fs 的库相接触的系统中两个变量 X̂j 和 X̂k 的涨落之

间的关联。

为完成对微观态求和，我们注意到由于 f 的形式（(19.1)式），有

∂f

∂Fk
=

1

kB

(
−X̂k −

∂

∂Fk
S[F0, . . . , F̂s]

)
f = − 1

X̂k −Xk

f, (19.10)

因而

⟨∆X̂j∆X̂k⟩ = −kB
∑

(X̂j −Xj)
∂f

∂Fk
(19.11)

= −kB
∂

∂Fk
⟨X̂j −Xj⟩+ kB

⟨
∂

∂Fk
(X̂j −Xj)

⟩
(19.12)

= −kB
∂

∂Fk
⟨∆X̂j⟩ − kB

∂Xj

∂Fk
. (19.13)

由于不论 Fk 为何值，⟨∆X̂j⟩ 始终为零，故第一项为零，有

⟨∆X̂j∆X̂k⟩ = −kB

(
∂Xj

∂Fk

)
F0,...,Fk−1,Fk+1,...,Fs,Xs+1,...,Xt

. (19.14)

这个式子是热力学涨落理论中最重要的一般性结果。

需要注意在(19.14)式中的偏导数中不变的量。它们就是物理系统中

保持常数的量；热库的强度量 F0, . . . , Fs（Fk 除外）和由壁约束的广延

量 Xs+1, . . . , Xt。另外一点需要注意的是，基于Maxwell关系，(19.14)式

的右侧对于 j 和 k 是对称的。

若(19.14)式中的 Xj 和 Xk 都取作能量，我们将重新得到(19.6)式关

于与热库接触系统的能量涨落的结果。但请考虑同时与热和压强库相接

触的系统，此时能量和体积都会发生涨落。从而

⟨
(∆Ê)2

⟩
= −kB

(
∂U

∂(1/T )

)
P/T,N1,N2,...

= kBT
2NcP − kBPV α+ kBTP

2V κT , (19.15)⟨
∆Ê∆V̂

⟩
= −kB

(
∂V

∂(1/T )

)
P/T,N1,...

= kBT
2V α− kBTPV κT ,

(19.16)

以及

⟨
(∆V̂ )2

⟩
= −kB

(
∂U

∂(1/T )

)
T,N1,...

= −kBT

(
∂V

∂P

)
T,N1,...

= kBTV κT . (19.17)
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1 译注：事实上，这涉及到我们

如何理解什么是零。

能量涨落的结果和(19.6)式明显不同。另外，正如所预期的，能量和体积

的涨落是相互关联的。

最后可以求由低阶关联矩计算高阶关联矩的递归公式，推导过程类

似于(19.7)式。考虑矩 ⟨ϕ∆X̂k⟩，其中 ϕ是形如 ∆X̂i∆X̂j . . . 的乘积。用

ϕ 替换 ∆X̂j，重复(19.9)到(19.12)式的推导，得到

⟨
ϕ∆X̂k

⟩
= −kB

= −kB
∂

∂Fk
⟨ϕ⟩+ kB

⟨
∂ϕ

∂Fk

⟩
,

(19.18)

通过此式可以相继生成更高阶的关联矩。

作为一个例子，取 ϕ 为 ∆Xi∆Xj，得到三阶矩

⟨
∆X̂i∆X̂j∆X̂k

⟩
= −kB

∂

∂Fk

⟨
∆X̂i∆X̂j

⟩
−kB

⟨
∆X̂i

⟩ ∂Xj

∂Fk
−kB

⟨
∆X̂j

⟩ ∂Xi

∂Fk
,

(19.19)

但考虑到 ⟨∆X̂i⟩ = ⟨∆X̂j⟩ = 0，故

⟨
∆X̂i∆X̂j∆X̂k

⟩
= −kB

∂

∂Fk

⟨
∆X̂i∆X̂j

⟩
= k2B

∂2Xi

∂Fj∂Fk
.

(19.20)

再一次，微分中保持为常数的变量反映了涨落系统的边界条件。

最后一点要注意的是，这里计算的是热力学涨落。除此之外还有量

子涨落，即便系统呆在一个量子态上，其也不为零1。对于一般的宏观系

统（不包括超导超流这样的 ‘‘量子系统’’）而言，热力学涨落完全掩盖了

量子涨落。

习题

19.3-1

19.3-2

19.3-3

19.3-4

19.3-5

19.3-6

19.3-7

19.3-8

19.3-9

19.3-10

19.3-11
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1 译注：直译为“一图书馆可解

的模型”，我知道这样翻不对，但

的确很有趣。

20. 变分性质，微扰展开和平均场理论

20.1 Bogoliubov 变分定理

为计算给定系统的基本方程，我们得先求得系统容许的能级，得到

能量，然后完成配分求和。除了少许“课本模型”，这些步骤都是非常复

杂的。我们在之前的几章里讨论过几个这类模型，它们的能级按照一个

简单的序列分布，无穷级数的配分求和可以解析的算出。但对于大多数

系统来说，列举出全部能量本征值和完成配分求和都会导致沉重的计算

负担。为了使计算可行，我们需要发展近似方法。此外近似方法也能给

我们关于复杂系统一些启发性的认识。

近似所采用策略很直接：首先找到一个与带求解问题类似的可解模

型，然后应用某种方法以计算两个模型的不同所造成的区别。这种操作

叫做“微扰法”。

微扰法依赖于一个可解的模型库1，因而在统计力学的文献中可以找

到大量发明新的可解模型的尝试。由于它们大多源于为了应用一些巧妙

的数学技巧而非反映物理现实而构造，故只有一小部分具有直接的物理

对应（从而让一些统计力学文献变得愈加抽象）。

近似策略的第一步是确定一个可行的判断准则来选择用以近似给定

系统的模型。这个准则最有力的表述便是 Bogoliubov 变分定理。

考虑一个具有 Hamiltionian H 的系统和一个具有 Hailtionian H0

的可解模型。令其之差为 H1，故有 H = H0 + H1。方便起见，定义

H (λ) = H0 + λH1, (20.1)

其中 λ 是为了分析方便而引入的参数。通过让 λ 从零变到一，我们可以
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2 译注：读者可以回忆线性代数

的相关内容。

将可解模型系统 (H0) 与感兴趣的系统 (H (1) = H0 + H1) 光滑的桥接

起来。

对应于 H (λ) 的 Helmholtz 势是 F (λ)，即

−βF (λ) = ln
∑
j

e−βEj(λ) ≡ ln tr e−βH (λ). (20.2)

这里符号 tr e−βH (λ)（读作 e−βH (λ) 的“迹”(trace)2）由第二个等式定

义；任何量的迹等于其全部量子本征值之和。这里使用记号 ‘tr’ 只是为
了方便。

现在考虑 Helmholtz 势对于 λ 的依赖。一阶导数是1

dF (λ)
dλ =

tr H1e−β(H0+λH1)

tr e−β(H0+λH1)
= ⟨H1⟩ , (20.3)

二阶导数是

d2F (λ)

dλ2 = −β

tr H 2
1 e−β(H0+λH1)

tr e−β(H0+λH1)
−

(
tr H1e−β(H0+λH1)

tr e−β(H0+λH1)

)2

(20.4)

= −β
[⟨

H 2
1

⟩
− ⟨H1⟩2

]
(20.5)

= −β ⟨H1 − ⟨H1⟩⟩2 , (20.6)

其中平均是在正则权重因子 e−βH (λ) 的意义下进行。待会会用一个简单

的例子说明为什么这样取平均。

由(20.6)式出发马上就可以得到一个关键的结论：对于所有 λ 的取

值，d2F/dλ2 非正

d2F

dλ2 ≤ 0 (对于全体 λ). (20.7)

从而 F (λ) 关于 λ 的函数图像处处是凸的。便可知 F (λ) 呆在 F (λ) 在

λ = 0 处的切线之下

F (λ) ≤ F (0) + λ(dF/dλ)λ = 0, (20.8)

特别的，取 λ = 1

F ≤ F0 + ⟨H1⟩0 . (20.9)

1在量子力学的语境下，这里假定了算符H0 和H1 是对易的。但最后的结论与这个假
定无关。关于非对易情形优雅而一般性的讨论，参见 R. Feynman, Statistical Mechnics
— A Set of Lectures (W A Benjamin, Inc. Reading, Massachusetts, 1972).
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⟨H1⟩0 由(20.3)式定义，并取 λ = 0，即可解模型系统中 H1 的平均值。

(20.9)式即 Bogoliubov不等式。它说明了具有 Hamiltonian H0+H1 的

系统的 Helmholtz 势小于等于“未扰动”的 Helmholtz 势（相应于 H0）

加上“扰动”H1 在未扰动（或可解模型）系统下平均值。

由于(20.9)式右端给出了（“扰动”）系统 Helmholtz 势的上界，那

我们自然希望这个上界越小越好。从而未扰动系统中的任何参数都应当

按照使 F0 + ⟨H1⟩0 来选取。

这就是一个选取“最优”可解模型的准则。此时 F0 是最优模型系

统的 Helmholtz 势，⟨H1⟩0 是对 Helmholtz 势的最低阶修正。

我们马上就会讨论一个例子来说明这个定理的意义和应用。但首先

还得将 Bogoliubov不等式改成另一个形式从而看到更多的一些东西。如

果我们将未扰动系统的 Helmholtz 势准确写出

F0 = ⟨H0⟩0 − TS0, (20.10)

从而 (20.9) 式变成

F ≤ ⟨H0⟩0 + ⟨H1⟩0 − TS0, (20.11)

或者

F ≤ ⟨H ⟩0 − TS0. (20.12)

即，具有 Hamiltonian H = H0 + H1 的系统的 Helmholtz 势小于等于

能量 H 在未扰动系统概率分布下的平均值减去 T 乘以未扰动系统的

熵。

■ 例 20.1 一个质量为 m 的粒子束缚在一维势阱 V (x) = D(x/a)4 中，

其中 D > 0，a 是某个用来描述势阱线度的量。整个系统由 Ñ 个这样

的粒子组成，与温度为 T 的热库作热接触。该系统的一个广延量定义

为 X ≡ Ña，相应的强度量为 P。计算状态方程 U = U(T,X, Ñ) 和

P = P (T,X, Ñ)，以及热容 cp(T,X, Ñ)。

为了用标准手段求解这个问题，需要先通过量子力学算出这样一个

四次势阱中一个粒子容许的能量，然后完成配分求和。这两步在解析上

都是不可能处理的。为避免这些麻烦，我们寻求一个近似解。具体而言，

我们寻求一个最佳的二次势阱（即，最简单的谐振子模型）来近似这个

系统，并估算两个模型的区别所引起修正的领头项。

二次势阱由如下（没加上动能的）“未扰动 Hamiltonian”定义

V0(x) =
1

2
mω2

0x
2, (a)
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其中 ω0 为一个待定常数。“扰动势能”，或者说真实 Hamiltonian 与可

解模型的差，为

H1 = D
(x
a

)4
− 1

2
mω2

0x
2. (b)

谐振子模型的 Helmholtz 势为（回忆(16.22)式至(16.24)式）2

F0 = −ÑkBT ln z0 = Ñβ−1 ln(eβℏω0 − e−βℏω0), (c)

由 Bogoliubov 不等式，有

F ≤Ñβ−1 ln(eβℏω0 − e−βℏω0)

+ ÑD

⟨(x
a

)4⟩
0

−

(
Ñ

2

)
mω2

0

⟨
x2
⟩
0
.

(d)

在从这个式子得出结论之前，我们得计算第二项和第三项。从力学的一

个基本结论（“位力定理”）出发可知谐振子第 n 个态的势能 (12mω
2
0x

2)

是总能量的一半，故⟨
1

2
mω2

0x
2

⟩
第 n 个态

=
1

2
(n+

1

2
)ℏω0, (e)

通过类似的量子力学计算可以得到

⟨
x4
⟩
第 n 个态

=

(
3ℏ2

2m2ω2
0

)
(n2 + n+

1

2
). (f)

有了在第 n 个态的上的值，现在我们得对所有态 n 求和了。对 (e) 式在

非微扰系统下取平均值(
1

2
mω2

0x
2

)
0

=
1

2
(⟨n⟩+ 1

2
)ℏω0 =

1

2
U0 =

1

4
ℏω0

eβℏω0 + 1

eβℏω0 − 1
, (g)

以及

D

a4
⟨
x4
⟩
0
=
D

a4
3ℏ2

2m2ω2
0

[⟨
n2
⟩
+

U

ℏω0

]
=
D

a4
3ℏ2

2m2ω2
0

[
eβℏω0 + 1

(eβℏω0 − 1)2
+

eβℏω0 + 1

2(eβℏω0 − 1)

]
=

3Dℏ2

4a4m2ω2
0

(
eβℏω0 + 1

eβℏω0 − 1

)2

.

(h)

将最后两个结果（(g) 式和 (h) 式）插入 Bogoliubov 不等式（(d) 式）中

2注意能量零点移动了一个零点能 ℏω0/2。容许的能量为 (n+ 1
2
)ℏω0。
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3 加起来

F ≤Ñβ−1 ln(eβℏω0 − e−βℏω0)

+
3Dℏ2

4a4m2ω2
0

(
eβℏω0 + 1

eβℏω0 − 1

)2

− 1

2
ℏω0

eβℏω0 + 1

eβℏω0 − 1
.

(i)

第一项是未扰动的谐振子的 Helmholtz势，剩下两项是领头修正。不

等式说明剩下的所有高阶修正3应当是正的，故 (i)式的右端给 Helmholtz

势提供了一个上界。

谐振子系统的频率 ω0 还没有选。自然，最佳的近似仅当 F 的上界

取最小时得到。故我们通过选取 ω0 使得 (i) 式的右端取极小，使其成为

该系统 Helmholtz 势最佳的可行近似。记使 F 取最小的 ω0 为 ω̃0（关于

T,X(= Ña) 以及 Ñ 的函数）。从而将 (i) 式中的 ω0 替换成 ω̃0，并将

“小于等于”号 (≤) 替换为“约等于”号 (≃)。那么，(i) 式便（近似）为

该系统的基本方程。

可求得力学状态方程

−P
T

=
1

Ñ

(
∂F

∂a

)
T,Ñ

=
1

Ñ

(
∂F

∂a

)
T,Ñ,ω̃0

+
1

Ñ

(
∂F

∂ω̃0

)
T,Ñ,a

(
∂ω̃0

∂a

)
T,Ñ

.

(j)

尽管原理上很直接，这里的计算时很繁冗的。剩下的量可以用类似的形

式写出。但我们将目光转向同样问题更简单的一个形式。 ■

■例 20.2 重复之前的例子，但此时我们考虑 D/a4 很小（稍后会有更定

量的说明）以至于可使用经典统计的情形。进一步的，我们选取方势阱

作为未扰动的势能

V0(x) =

0, 若− L
2 < x < L

2 ,

∞, 若|x| > L
2 .

通过 Bogoliubov 判据来选择最优的 L 值。

未扰动的 Helmholtz 势由下式决定

e−βF = tr e−βH0 =
x dxdp

h
e−β[p2x/2m+V0(x)]

=
1

h

∫ L/2

−L/2
dx
∫ ∞

−∞
dpxe−βp2x/2m

=
1

h
(2πmkBT )

1/2L.

这儿我们使用了经典统计（如16.8节和16.9节中所述），预先假定了 L 和

T 充分大以至于 kBT 相对于量子态的能级间隔而言充分大。



Draft
Transl

at
ion

334 Chapter 20. 变分性质，微扰展开和平均场理论

4 译注：严格的来说，kBT 应当

远大于体系中涉及到的最大能级

间隔，即
√

kBT
m

h
L
。但实际上两

者得到的结论相差不大。

⟨H1⟩0 这个量是

⟨H1⟩0 =
tr[Da−4x4 − V0(x)]e−βH0

tr e−βH0
.

注意在 |x| < L/2 处 V0(x) = 0，而在 |x| > L/2 处有 e−βH0 = 0，故包

含 V0(x) 的项就是零。进而

⟨H1⟩0 =
D

a4
⟨
x4
⟩
0
=

D

a4L

∫ L/2

−L/2
x4 dx =

D

80

(
L

a

)4

.

现在 Bogoliubov 不等式变为

F ≤ −kBT ln
[
1

h
(2πmkBT )

1/2L

]
+

1

80
D

(
L

a

)4

.

对 L 求最小值

L/a = [20kBT/D]1/4.

这个结果决定了用方势阱来近似该系统热力学性质的最优尺寸，其也决

定了近似的 Helmholtz 势。

最后我们回到经典统计适用的判据上来。在16.6节中我们知道平动

态之间的能级间隔是 h2/2mL2 的量级，那么经典统计适用的判据便是

kBT ≫ h2/2mL24。对于 D 的判据便是

D

a4
≪ 20m2 (kBT )

3

ℏ4
.

对于较大的 D 值，计算原则上式类似的，只是得对所有量子态求和，而

不是仅仅在相空间里作积分了。 ■

最后的最后，需要提请读者注意的是，在高温极限下四次势能问题

的经典统计问题，是可以求解的！即没必要去利用一个变分定理去近似

四次势能。在经典区域求解原始的四次势能问题并与此处的近似解作比

较的工作留给读者（习题 20.1-2）。

习题

20.1-1

20.1-2

20.1-3

20.1-4
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5 译注：此处相当于默认一个轮

换对称的多元函数的最值在诸变

量相等处取得，这个结论并不总

是成立，包括此处（具体取决于

晶格结构）。但我们总可以认为

作者使用了一个更粗糙的模型。

20.2 平均场理论

统计中微扰论最重要的应用便是将由相互作用粒子构成的系统近似

成无相互作用粒子构成的系统。最优的无相互作用模型系统由 Bogoli-

ubov不等式确定，同时也能得到对无相互作用或“未扰动”的 Helmholtz

势的一阶修正。由于仅有少许相互作用系统是可解的，而几乎所有实际

物理系统都由有相互作用的粒子构成，此处介绍的“平均场理论”便是

统计力学实用的基本工具。

需要立即指明的是，常谈的平均场理论 (mean field theory) 的含义

会更狭窄一些。这里得到的部分结果可以用一些其他更专门的方法得到。

10.4节中 Landau 理论得到的序参量对于温度的依赖和统计平均场理论

是完全一样的。另一种近似，称为“随机相位近似”，也预言了同样的状

态方程。它们都无法给出一个完整的热力学基本方程。尽管这些近似最

多也只能做到平均场理论的程度，我们还是会在一些限定的情形下使用

它们。

最简单的相互作用系统自然是“二态近邻 Ising 模型”，它在相互作

用理论的发展中扮演了重要的角色。这个模型有一列规则晶态的粒子构

成，每个粒子可能呆在两个轨道态上，分别记为“上”和“下”态。从

而粒子的态可以看成是只能取上和下的经典自旋：若格点 j 处的自旋为

上，格点变量 σj 取 σj = +1，若格点 j 处的自旋为下，则取 σj = −1。

上下两态的能量分别为 −B 和 +B。除此之外近邻自旋若是同向的，则

有相互作用能量 −2J，而若是异向的，则有相互作用能量 +2J。从而

Hamiltonian 为

H = −
∑
i,j

Jijσiσj −B
∑
j

σj , (20.13)

其中当 i 和 j 不为近邻时 Jij = 0，i 和 j 为近邻时 Jij = J。注意每

对自旋（如自旋 #5 和 #8）在求和中都出现了两次（i = 5, j = 8 和

i = 8, j = 5）。

有相当证据表明，鉴于每个自旋都与格点中其他全部自旋间接的耦

合，这是一个不可解的多体问题。故我们需要一套近似方法，这里利用

了 Bogoliubov 不等式。在 Hamiltonian (20.13)式中关注于第 j 个自旋

的可以导出一个合理的可解模型：假定 Hamiltonian 与 σj 成简单的线

性关系。从而选取“未扰动”的模型 Hamiltonian 为

H0 = −
∑
j

B̂jσj −B
∑
j

σj , (20.14)

其中 B̂j 通过 Bogoliubov 判据来选取。由于所有自旋都是等价的，可以

预期 B̂j 与 j 无关 (B̂j = B̂)5。从而
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6 配位数

H0 = −(B̂ +B)
∑
j

σj = −B∗
∑
j

σj , (20.15)

其中定义了

B∗ ≡ B̂ +B. (20.16)

据此“未扰动”的 Helmholtz 势为

F0 = −kBT ln tr e−βH0 = −ÑkBT ln
{

e+βB∗
+ e−βB∗

}
, (20.17)

其中 Ñ 为晶格上的格点数。Bogoliubov不等式确保了 F ≤ F0+⟨H − H0⟩0，

或者说

F ≤ F0 −
∑
i,j

Ji,j ⟨σiσj⟩0 + B̃Ñ ⟨σ⟩0 , (20.18)

接下来就要计算 ⟨σ⟩0 和 ⟨σiσj⟩0 了。在未扰动系统中不同格点上自旋乘

积的平均值可以简单的分解

⟨σiσj⟩0 = ⟨σi⟩0 ⟨σj⟩0 = ⟨σ⟩20 , (20.19)

故

F ≤ F0 − ÑJznn ⟨σ⟩20 + (B∗ −B)Ñ ⟨σ⟩0 , (20.20)

其中 znn 为晶格中一个格点最近邻的格点数
6（对于简单立方晶格 znn =

6，对于体心立方晶格为 8，等等）。进一步

⟨σ⟩0 =
eβB∗ − e−βB∗

eβB∗ + e−βB∗ = tanh(βB∗). (20.21)

F 需要对 B̂ 取极值。但由(20.20)式、(20.17)式和(20.21)式，我们注意到

B̂ 仅以 B̂ +B ≡ B∗ 的形式出现在 F 中。从而可以让 F 对 B∗ 取极值，

得到

B∗ −B = B̂ = 2znnJ ⟨σ⟩0 . (20.22)

注意 ⟨σ⟩0 在(20.21)式中已经用 B∗ 表示了出来，故这是一个自洽条件。

在分析 ⟨σ⟩0 自洽条件的解之前，先探讨一下其意义。如果我们需

要由平均场理论计算 ⟨σ⟩，则需要计算 Helmholtz 势 F（由平均场理

论(20.20)得到）关于 B 的导数。外场 B 显式的出现在(20.20)式中，同时

也隐式的出现在 ⟨σ⟩0 中。幸运的是，尽管如此，⟨σ⟩0仅以组合 B+B̂ = B∗
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图 20.1: .

7 译注：原文有误，已修正。

的形式依赖于 B，并且我们利用了 ∂F/∂B∗ = 0 的条件。故，在微分意

义上，仅有 F 对 B 的显式依赖才需要被考虑。在这个简化下，我们马

上就能验证 F（(20.20)式）关于 B 的导数的确能得到 ⟨σ⟩0。在平均场

理论下“自发磁矩”⟨σ⟩ 由其一阶近似正确的给出。

回到关于 ⟨σ⟩0（以及 ⟨σ⟩）的(20.21)式，其解可以方便的通过图解

得到，如图20.1所示。图中横坐标为 βB∗，或者根据(20.22)式，为

x ≡ βB∗ = β(2znnJ ⟨σ⟩+B), (20.23)

故(20.21)式可以写成

⟨σ⟩ = kBT

2znnJ
x− B

2znnJ
= tanh(x). (20.24)

⟨σ⟩关于 x的第一个等式画出来是斜率为 kBT/2znnJ，截距为−B/2znnJ

的一条直线。第二个等式是熟悉的 tanh(x)函数曲线，如图20.1所示。两

条曲线的交点决定了 ⟨σ⟩。

⟨σ(T,B)⟩ 的定性行为是显然的。B = 0 时，直线经过零点，斜率为

kBT/2znnJ。而曲线 tanh(x)在此处的斜率为一。从而，如果 kBT/2znnJ >

17，直线和 tanh(x)只在 ⟨σ⟩ = 0处有一个平凡的交点。但是，若 kBT/2znnJ <

1，那么除了一直存在的交点 ⟨σ⟩ = 0 之外，⟨σ⟩ 还存在正负两个交点。

⟨σ⟩存在三个形式解这件事同我们在第9章中对一阶相变的热力学分析得

到的结果一致。通过稳定性分析可以发现中间的 ⟨σ⟩ = 0是不稳定的。而

⟨σ⟩ 的两个正负值同样稳定，实际中具体选择这个或那个完全是个“偶

然”事件。从而得出结论，这个系统在低温下存在一阶相变，在"Curie"
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温度 Tc 之上相变消失，Tc 由下式给出

kBTc = 2znnJ. (20.25)

同时我们也能求得 Tc以上的“磁化系数”。在变量较小时 tanh y ≃ y，

故在 T > Tc 时(20.24)式变为

⟨σ⟩ ≃ β(2znnJ ⟨σ⟩+B), T > Tc, (20.26)

即，磁化率为

⟨σ⟩
B

=
kBT

kBT − 2znnJ
=

T

T − Tc
, T > Tc. (20.27)

这和之前在10.4节中得到的临界指数 γ 为一的经典结果相符。

为了得到温度 Tc 以下自发磁矩 ⟨σ⟩ 的温度依赖，我们在(20.21)式

和(20.22)式中取 B = 0，并假定 ⟨σ⟩ 非常小。那么双曲正切函数可以用

级数展开，即

⟨σ⟩ = 2βznnJ ⟨σ⟩ − 1

3
(2βznnJ ⟨σ⟩)3 + . . .

或

⟨σ⟩ =
(

3

Tc

)1/2

× (Tc − T )1/2 + . . . (20.28)

从而验证了临界指数 α 的经典值 1
2。

一阶相变通过平均场理论这样一个简单的理论就能得到，确实是理

论的巨大成功。但记住，这个理论还是非常粗糙的。实际上，一维 Ising

模型不存在相变，而二维三维的情况都存在。与之相比，平均场理论，对

不论什么维度的晶格都预言了相变。另外，临界相变的一些细节，例如

临界系数自然都是不正确的。

最后，讨论系统的热力学性质将是富有教益的。特别的，我们想要

平均场理论下的熵 S = −(∂F/∂T )V 值。通过改写(20.20)式（将 B∗ 改

写成 (kBTβB
∗)），应用 F 关于 B∗ 的极值

F =− ÑkBT ln
[
eβB∗

+ e−βB∗
]
− ÑJznn ⟨σ⟩2

+ ÑkBT (βB
∗) ⟨σ⟩ − ÑB ⟨σ⟩ .

(20.29)

在 βB∗ 不变的情况下将 F 对 T 求导

S = −
(
∂F

∂T

)
βB∗,⟨σ⟩

= −ÑkBT ln
[
eβB∗

+ e−βB∗
]
− ÑkB(βB

∗) ⟨σ⟩ .
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(20.30)

第一项可以看成 −F0/T（由(20.17)式），而第二项就是 ⟨H0⟩ /T。从而

S = (⟨H0⟩ − F0) /T = S0. (20.31)

同感生磁矩 ⟨σ⟩ 一样，平均场理论下熵的值由零阶项正确的给出。

能量为

U = F + TS = (F0 + ⟨H − H0⟩0) + TS = ⟨H ⟩0 . (20.32)

如果按照(20.32)式来理解，能量同样由零阶项正确的给出——但注意这

个结果同 H0 可不相同！

一个更一般的 Ising 模型允许自旋在 −S,−S + 1,−S + 2, . . . , S −

2, S − 1, S 中取值，其中 S 是一个整数或者半整数（“自旋的大小”）。关

于其的理论与此处的“二态模型”（对应 S = 1
2）完全一致，除了 ⟨σ⟩0

中的双曲正切函数要用"Brillouin 函数" 替代：

⟨σ⟩0 = SBS(βB) =

(
S +

1

2

)
coth

(
2S + 1

2S
βB

)
− 1

2
coth βB

2S
. (20.33)

除了将(20.21)式换成(20.33)式之外，分析同前面考虑的二态 Ising 模型

时一模一样。具体的检验留给读者。

进一步的推广是铁磁体 Heisenberg模型，将自旋作为量子实体看待，

其与施加磁场 Be 的外“场”N 相联系。在平均场理论下，仅有自旋沿

外场的分量才是需要关心的，那么量子 Heisenberg 模型便直接退化成为

了前面说到的经典 Ising 模型。也请读者验证这个结论，并且可以参考

固体理论的入门教材以对这个结论的推导以及推论有更完整的认识。

“平均场理论”这个名字引导我们选取用以近似 Ising （或 Heisen-

berg）问题的可解模型 Hamiltonian。尽管每个自旋之间都有相互作用，

平均场近似将双线性自旋相互作用 σiσj 等效的替代成线性项 Bjσj。Bj

这个量扮演了作用在 σj 上的有效磁场的角色，其最优选择为 ⟨σ⟩。等价

的，乘积 σiσj 通过将一个因子替换成平均值被“线性化”了。这类方法

最后都归结为自洽方法。尽管如此，我们需要注意的是，由于这类方法

常用启发性讨论取代 Bogoliubov不等式给出的严格序，其不能给出连续

的提高。更直接的，F 对于 B∗ 的极值极大的简化了 F 的导数（用以计

算热力学量，如(20.30)式），而从启发性考虑出发无法得到 F 的最值性

质。但最重要的是，有不少（基于 Bogoliubov 不等式的）“平均场”理

论的应用并不是简单的“线性化”。在这些情况下，“平均场”这个词便

有些误导性了。一个简单的示范性情形在下面的例子中给出
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■例 20.3 N 个有三个(σ = −1, 0,+1) 可能取值的 Ising 自旋组成如下图

所示的平面三角网格。注意图中有 2N 个三角形和 N 个自旋，每个自

旋被六个三角形共享。我们假定 N 充分大，以至于边界效应可以忽略。

每个三角形的能量为（三体相互作用）

−ε如果有两个自旋向上；

−2ε如果有三个自旋向上；

0其他情况。

（近似）计算系统在温度 T 下每个自旋态上的自旋数。

解

这个问题同 Ising 和 Heisenberg 原始的模型有两方面的区别：第一

我们没有给出 Hamiltonian 的解析式（尽管这并不困难），那么一个“平

均场”式的模型 Hamiltonian（具有 B
∑

j σj 的形式）就不是那么合理

了。第二点是不同构形间的能量差只取决于“上”态上的布居数，σ = 0

和 σ = −1 两个态之间无法通过能量来区分。可解模型 Hamiltonian 显

然得保持这个对称性，而平均场式的 Hamiltonian 并不能做到。据此，

我们选取这样一个可解模型，给每个“向上”的自旋分配 ε̂ 的能量（而

σ = 0 和 σ = −1 的态具有零能量）。ε̂ 即作为本问题的变分参数。

“未扰动”的 Helmholtz 势由下式给出

e−βF0 =
(
eβε̂ + 2

)N
,

到零阶自旋朝上的概率是

f0↑ =
eβε̂

(eβε̂ + 2)
= (1 + 2e−βε̂)−1,

此外

f0↓ = f0→ =
1− f0↑

2
.
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又知每个三角形有三个朝上自旋的概率为 f30↑，有两个自旋朝上的概率

为 3f20↑(1− f0↑)。现在可以直接计算 ⟨H ⟩0 和 ⟨H0⟩0：

⟨H0⟩0 = −Nε̂f0,

以及

⟨H ⟩0 = 2Nε
{
−2f30↑ − 3f20↑(1− f0↑)

}
= 2Nε

{
f30↑ − 3f20↑

}
.

变分条件写成

F ≤ −NkBT ln(eβε̂ + 2) + 2Nε
{
f30↑ − 3f20↑

}
+Nε̂f0↑.

将对数函数的变量写成 f0↑ 的形式以方便计算：

F ≤ −NkBT ln
[

2

1− f0↑

]
+ 2Nε

{
f30↑ − 3f20↑

}
+Nε̂f0↑.

变分参数 ε̂ 仅显式的出现在最后一项中，但隐式的出现在所有的 f0↑ 中。

将 F 对 f0↑ 求最小值将是方便的（将函数关系 f0↑(ε̂) 从而将 ε̂ 看成是

f0↑ 的函数）

0 =
dF
df0↑

=
−NkBT

1− f0↑
+ 6Nεf20↑ − 12Nεf0↑ +Nε̂+Nf0↑

dε̂
df0↑

.

最后一项容易算得是 NkBT [f
−1
0↑ + (1− f0↑)

−1]，故变分条件写作

6βεf30↑ − 12βεf20↑ + f0↑ ln
[

2f0↑
1− f0↑

]
+ 1 = 0.

这个方程可以数值解或者图解。解得 f0↑（作为温度的函数）后，其他物

理量都可以直接算得。 ■

习题

20.2-1

20.2-2

20.2-3

20.2-4

20.2-5

20.2-6

20.2-7

20.2-8
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20.3 一般形式的平均场：二元合金

平均场理论事实上要比之前所谈论的更一般化一些。通过一个例子

可以说清楚这些区域。考虑一类二元合金（回忆11.3节中的讨论），其具

有一个固定的晶格点阵，每个格点上可能被 A 类原子或 B 类原子占据。

系统与温度为 T 的热库以及化学势（即偏摩尔 Gibbs 势）分别为 µA 和

µB 粒子库达到热平衡。A 原子与 B 原子的能量分别为 εA 和 εB。此外，

相邻的 A 原子对之间有能量 εAA，相邻的 B 原子对之间是 εBB，A−B

对之间为 εAB。

我们不仅对晶体中 A 原子的数目感兴趣，也在意 A 原子被 B 原子

分隔或者说规则的混合图样 ABAB。即，我们希望得到每类原子的平均

数目 ÑA 和 ÑB，以及每类相邻组合 ÑAA, ÑAB 和 ÑBB 的数目。这些

量应当是作为 T, µA 和 µB 的函数。

这些数 ÑA, ÑAB, . . . 之间不是独立的，有

ÑA + ÑB = Ñ , (20.34)

计算连接 A 类原子的“键”的数目

2ÑAA + ÑAB = znnÑA. (20.35)

类似的

2ÑBB + ÑAB = znnÑB, (20.36)

读者应当还记得 znn 表示单个格点的近邻数。那么这五个数可以由两个

决定，方便起见我们选为 ÑA 和 ÑAA。

晶体的能量自然为

E = ÑAεA + ÑBεB + ÑAAεAA + ÑABεAB + ÑBBεBB. (20.37)

如果我们给每个格点赋予一个 Ising 自旋，自旋“向上”(σ = +1) 相应

于格点被一个 A 原子占据，自旋“向下”(σ = −1) 相应于格点被一个

B 原子占据，那么

H = C −
∑
i

∑
j

Jijσiσj − B̂
∑
i

σi, (20.38)

其中

J =
1

4
εAB − 1

8
εAA − 1

8
εBB, (20.39)
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8 有效 Hamiltonian 这个思路不
仅限于平均场理论。在学习二次

量子化之后，读者应当会对这个

问题有更深入的认识。

B̂ =
1

2
(εBB − εAA) +

1

4
znn(εAA + εBB), (20.40)

C =
1

8
Ñ(4εA + 4εB + znnεAA + 2znnεAB + znnεBB). (20.41)

J, B̂ 以及 C 的值可以通过多种方法得到。一个简单的办法是将 E 的值

（(20.37)式）与 H 的值（(20.38)式）在三种构形下作比较：(a) 全部格

点由 A 类原子占据，(b) 全部格点由 B 类原子占据，(c) 由相等数目的

A 类原子及 B 类原子随机占据。

除了无关紧要的常数 C 之外，现在的 Hamiltonian 完全同 Ising 模

型一样了。尽管所面临的物理问题是相当不同的。我们得别忘了系统除

了和温度为 T 的热源接触之外，还与具有化学势 µA 和 µB 的粒子源是

相接触的。这个问题最适合在巨正则系综理论的框架下求解。

巨正则系综理论的核心步骤是通过下式计算巨正则势Ψ(T, µA, µB)
3

e−βΨ = tr eH −µ̃AÑA−µ̃BÑB . (20.42)

这和正则系综理论的式子（20.2节中平均场理论的基础）长得一样，只

要将 Helmholtz 势 F 替换成巨正则势 Ψ，并将 Hamiltonian H 替换成

“巨正则 Hamiltonian”H − µ̃AÑA − µ̃BÑB。

在这个意义上，我们给(20.38)式的 Hamiltonian添上一项 −1
2 [(µ̃A+

µ̃B) + (µ̃A − µ̃B)
∑

i σi]。巨正则 Hamiltonian 为

H ′ = C ′ −
∑
i

∑
j

Jijσiσj − B̂′
∑
i

σi, (20.43)

其中

C ′ = C − 1

2
Ñ(µ̃A + µ̃B), (20.44)

以及

B̂′ = B̂ − 1

2
(µ̃A − µ̃B). (20.45)

此后 Ising 模型的分析可以完全之间应用到二元合金问题上来（仅需要

将 Helmholtz 势重新诠释成巨正则势）。平均场理论同样将预言一个有

序-无序相变，同样和更严格的理论在二维和三维情形上相符，即一维的

二元合金不应当出现有序-无序相变。同时也能得到不正确的临界指数。

最重要的是，平均场理论的一般形式对更一般性的系统适用，只需

替换所要计算的热力学势，并使用计算所基于的有效 ‘Hamiltonian’8。

3µ̃A(≡ µA/Avogadro 常数) 是每粒子的化学势。
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21. 终章：对称性和热统计物理的基本概念

21.1 统计学

至此我们已经建立了统计物理的整体结构——本书的第一部分介绍

了热力学而第二部分介绍了统计力学。尽管关于这些主题我们都可以进

行更加详尽的讨论，但它们的逻辑基础已经基本完备了。所以现在正是

重新考虑和反省这些非典型主题的不寻常形式的最恰当的时机。

不同于力学，统计物理并不是一个详尽的关于特定作用力的动力学

响应的理论。也有异于电磁学（或者与“强核力”和“弱核力”类似的理

论），统计物理也不是关于作用力本身的理论。恰恰相反，统计物理在既

不涉及特定的作用力也不涉及力学响应的规律 的情况下刻画了微观系

统的平衡态。统计物理将平衡态面熟为使得无序程度最大的态，而无序

程度则是一个超出了传统物理理论的概念框架（“信息理论”）的物理量。

问题正是出现在到底是统计物理的基本假设中引入了不包含在力学、电

磁学和类似理论之中的新原理，还是它仅仅借用了那些物理理论规范体

中的原理的未被发现的新形式这一点上。但无论哪种情况，统计物理所

依赖的隐藏原理究竟是什么呢？

在我看来统计物理理论依赖于两个基础。其中之一来自巨大复杂系

统的统计性质。而第二个则来自物理基本定律的对称性的集合。统计上

的特征掩盖了原子动力学中不相干的复杂性，从而显示出了潜在的物理

对称性中相干的效应。

巨大复杂系统的统计性质中的相关性已经相当明显并被普遍接受

了。基本原理被概括在“中心极限定理”1之中了，粗略地说，这个定

1cf. 参考任何标准的概率论教材，如 L. G. Parratt, Probability and Experimental
Errors in Science (Wiley, New York, 1961)或者 E. Parzen, Modern Probability Theory
and Its Applications (Wiley, New York, 1960).
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理指出如果一个变量是大量的独立子变量构成的，那么它的概率密度会

呈现“Gaussian”形式。尽管人们可能会天真地希望对热力学涨落幅度

的测量可以得出关于系统的原子结构的具体的信息，但是中心极限定理

妨碍了这种可能性。正是这种与特定结构或力学细节无关的性质成为了

统计物理普适和简洁的基础。

接下来我们用一个例子来阐明中心极限定理。

■ 例 21.1 考虑一个由 Ñ 个“元素”构成的系统，其中每一个元素都可

以取值 X 并处在区间 −1
2 < X < 1

2 之间。每一个元素的取值 X 都是一

个概率密度在许可范围内均匀分布的连续随机变量。系统的取值 X 则

是每一个元素的值的和。计算在 Ñ = 1, 2, 3 是系统的概率密度。在每种

情况下计算标准差 σ，其定义是

σ2 =

∫
f(X)X2dX

其中 f(X) 是 X 的概率密度（这里我们给出的 σ 的定义只适用于此处

X 的平均值为零的情况）。画出 Ñ = 1, 2, 3 时的概率密度，并在每一种

情况下画出相同标准差的 Gaussian 或“正态”分布。

请注意即使对于很小的数比如 Ñ = 3，概率分布 f(X) 也会快速

趋于 Gaussian 形式！需要强调的是这个例子中 X 的概率密度选为均

匀分布是为了计算简单；对于任意初始的概率分布，都会得到类似的向

Gaussian 形式的趋近。

解

在 Ñ = 1 时的概率密度是在 −1
2 < X < 1

2 上 f1(X) = 1，而在其

它趋于为零。这个概率密度画在图21.1(a) 中。标准差是 σ1 = 1/(2
√
3)。

对应的 σ = σ1 的 Gaussian 分布

fG(X) = (2π)−1/2σ−1 exp
(
−X2

2σ2

)

也画在图21.1(a) 中作为对比。

若要计算 Ñ = 2 时的概率密度 f2(X), 我们需要注意到有（问题

21.1-1）

fÑ+1 =

∫ ∞

−∞
fÑ (X −X ′)f1(X

′)dX ′

按照给出的 f1(X) 则有

fÑ+1 =

∫ 1/2

−1/2
fÑ (X −X ′)dX ′

也就是说，fÑ+1(X) 是 fÑ (X ′′) 在中心位于 X 的单位区间上的平均值。
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从 f2(X) 出发，我们可以得到

f3(X) =



3

4
−X2 if |X| ≤ 1

2
9

8
− 3

2
X +

1

2
X2 if 1

2
≤ |X| ≤ 3

2

0 if |X| ≥ 3

2

计算出来的 σ 的值是 σ1 = 1/
√
12，σ2 = 1/

√
6 以及 σ2 = 1

2。这

些数值符合一个普适定理，这个定理是对于 Ñ 个全同且独立的子系统，

σÑ =
√
Ñσ1。图21.1中的 Gaussian 曲线就是用这些标准差的值算出来

的。即使对于小到只有 3 的 Ñ，概率分布也非常接近 Gaussian 了，几

乎失去了初始的单元素概率分布的形状的所有痕迹。

■

习题

21.1-1

21.1-2

21.2 对称性

2

作为统计物理的基础之一，对称性的角色并不如统计那么显眼。不过

我们首先注意到对称性的基础使得热力学特殊的非度量特性合理化了。

热力学的结果一贯将表面上不相似的量联系起来，导出了如 (∂T/∂P )V =

(∂V /∂S)T 的关系，但是对于这些量并不提供数值计算。这种对于关系

的强调，与定量分析不同，是对于一个植根于对称性而不是精确定量规

律的学科的恰当的期待

尽管从科学思想出现起关于对称性的考虑就被认为是科学的基础，

1925 年量子力学的发展将关于对称性的考虑提高到一个比它们在经典

物理中的能力，普适性和基础性方面更加深刻的水平。对称性被更多地

视为不仅仅是限制物理上的可能性，而是在确定物理规律的形式上扮演

着基础性的角色。Nobel 奖获得者，现代伟大的诠释了对称性定律的人，

Eugene Wigner建议3，对称性质与自然定律的关系非常类似于自然定律

与个别事例的关系；对称性质“为自然定律提供了结构与一致性，正如

同自然定律为一组事例提供了结构与一致性。”同时代的“大统一理论”

假设物理理论中四种基本力场（电磁，引力，“强”和“弱”）的存在和

强度是由大爆炸后仅仅 10−35 秒生成的对称性所决定的。

2H. Callen, Foundations of Physics, bf 4, 423 (1974)
3E. Wigner, "Symmetry and Conservation Laws", Physics Today, March 1964, p

34.
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图 21.1: 概率密度收敛到 Gaussian 形式。分别包含有一、二、三个单元的系统的概率分布。在每
幅图中都画出了具有相同标准差的 Gaussian 分布。根据中心极限定理，在大 Ñ 下概率密度会变
成 Gaussian 形。
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对称性最简单最显著的形式是一个物理客体的几何对称性。比如一

个球面在绕穿过中心的任意轴的任意转动下，在经过中心的任意平面的

反射下，以及关于中心的反演下都是对称的。一个立方体在绕经过面心

的四重转动和其它一些转动、反射以及反演操作下是对称的。

因为球面在角度取连续值的转动下是对称的，所以球面的对称群被

称为连续的。与此相对，立方体的转动对称群是离散的。

每一个几何对称操作在数学上都用坐标变换来描述。关于 x-y 平面

的反射对应着坐标变换 x→ x′, y → y′, z → −z′, 而绕着 z-轴的四重转

动（90°）的描述是 x→ y′, y → −x′, z → z′. 球面在这些操作下的对称

性对应着球面的方程（x2+ y2+ z2 = r2）在重新用初始坐标表示的时候

形式是不变的。

几何对称性的观念很容易被推广。一个变量的变换就定义了一个对

称操作。一个关于这些变量的函数如果在这些变换下形式不变，就被称

为在这个对称操作下是对称的。类似的，一个物理定律如果其方程形式

在变换下是不变的，就成为在这个操作性是对称的。

对于一个作用力只是位置的函数的系统，Newton 力学定律 f =

m(d2r/dt2) 在时间反演 r → r′, t → −t′ 下不变。物理上说这种“时

间反演对称性”意味着一个录有月球上的宇航员将一个小球向上扔然后

再落到月球表面的录像带不论是正放还是反放看起来都是一样的。（在

地球上，由于空气摩擦的存在，小球的动力学在时间反演下不是对称的）。

某个特定系统的动力学行为的对称性是由动力学方程和决定作用力

的力学势控制的。对于量子力学的问题，动力学方程更加抽象（Schrödinger

方程而不是 Newton 方程），当时对称性的原理是完全一样的。

21.3 Noether 定理

对称性的一个影响广泛且意义深远的物理推论被表述为“Noether

定理”4。这个定理声称系统的动力学行为的每一个连续对称性 （比如，

动力学方程和力学势）都意味着系统具有的一个守恒定理。

任何物质系统的质心点的运动的动力学方程都是 Newton 定律。如

果外部作用力并不依赖于坐标 x，那么势和运动方程在沿着 x-轴的空间

平移下都是对称的。这个对称性给出的守恒量是动量的 x-分量。类似的，

沿着 y 或 z 轴的平移对称性导致了动量 y 或 z 分量的守恒。绕着 z-轴

转动下的对称性给出了角动量的 z-分量守恒。

统计物理的重大意义是动力学规律在时间平移下的对称性。也就是

物理中基本的动力学规律（比如Newton定律，Maxwell方程，Schrödinger

4参见 E. Wigner, ibid. Noether定理的物理内涵完全涵盖在了 Emmy Noether的纯
数学研究之中。关于这位才华横溢的数学家在面临着毫不留情的歧视下的生活和工作的
一个优美的欣赏可以在她的论文集中找到：Emmy Noether, Gesummelte Abhandlun-
gen, (Collected Papers), Springer-Verlag, Berlin-New York, 1983.



Draft
Transl

at
ion

352 Chapter 21. 终章：对称性和热统计物理的基本概念

方程）在变换 t→ t′+t0 下是不变的（也就是对时间尺度的原点的移动）。

如果外部的势与时间无关，Noeather 定理就预言了一个守恒量的存在。

这个守恒量被叫做能量。

显而易见的是时间平移对称性和通常被叫做“热力学第一定律”之

间的关联，也就是能量作为一个守恒的态函数的存在性（参见1.3节和假

设 I）。

通过将这里的结论和力学中能量概念的曲折的历史演化（参见1.4节）

做对比来反应 Noether 定理的深度是非常有益的。对守恒的能量的认知

始于 1693 年 Leibniz 观察到 1
2mv

2 +mgh 对于一个处于地球重力场中

的有质量粒子来说是一个守恒量。随着对更加复杂的系统的研究，人们

发现为了维持守恒定律必须添加一些额外的项，但是每种情况下这种有

针对性的添加都是可行的。电磁学理论的发展引入了电荷相互作用的势

能，并在随后被扩展到电磁场的能量。1905 年，Albert Einstein 受到启

发改变了机械动能的表述，甚至还考虑了与稳定质量相应的能量，以维

持能量守恒原理。20 世纪 30 年代 Enrico Fermi 仅出于在核反应中保

证能量守恒定律的目的而假设了中微子的存在。这一进程至今还在延续，

人们还在继续往能量的抽象概念中添加额外的项，而这些项是由相应的

守恒定律所决定的。历史上守恒定律的是通过一系列持续的重新发现而

发展的。而现在守恒定律则是基于时间平移对称性的假设。

宏观热力学系统的能量概念的演化则更加复杂。这个方向的开创者

既不是由一个先验的守恒定律引导的，也不是由任何能量的特定解析形

式引导的。即使经验主义也在面对直接测量热传导的手段的缺失时败下

阵来。他们富有启发性的洞察力仅仅在对于自然简单性的信念的引导下，

即使在不具有先验的定义和测量手段的情况下，也在某种程度上揭示了

能量和熵的概念的相互影响。

21.4 能量、动量和角动量：推广的统计物理“第一定律”

在接受存在一个守恒的宏观能量函数作为热力学的第一假设的时

候，我们直接通过 Noether 定理和物理定律的时间平移对称性确证了

它。

聪明的读者可能会扭转对称性的论证。这里有七个“第一运动积

分”（这些守恒量是在力学中被认知的）。这七个守恒量是能量，线性

动量的三个分类，以及角动量的三个分量；同时它们满足来自“时空”

平移和转动的并列形式。那么接下来的问题是，能量在统计物理中所扮

演的角色是独特的吗？难道动量和角动量不应该扮演和能量类似的角色

吗？

实际上，能量在统计物理中并不是独特的。线性动量和角动量扮演

着完全类似的角色。在我们的对统计物理的诠释中的不对称性是一个掩
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盖了这个问题的本质的纯粹的习惯问题所导致的。

我们已经在动量和角动量被假定为零且不出现在分析中的情况下，

针对宏观上稳定的系统按照标准的惯例做了研究。但是将统计物理应用

于旋转的星系的天体物理学家，则对统计物理的更加完备的形式非常熟

悉。在这个形式中能量，线性动量，和角动量扮演着完全相同的角色。

完全推广的正则形式是对16和17章中正则形式的直接扩展。考虑一

个由 N mole 构成的恒星大气的子系统。恒星大气具有一个特定的平均

摩尔能量（U/N），平均摩尔动量（P/N），和平均摩尔角动量（J/N）。

子系统在一个特定微观态 i （具有能量 Ei，动量 Pi，和角动量 Ji）所

处的时间的比例是 fi(Ei,Pi,Ji, V,N)。于是 fi 就是在满足子系统的平

均能量与横向大气相同这一约束的情况下使得无序度或者熵最大的条件

所决定的，对于动量和角动量也是类似的。类似17.2中给出的，显然我们

可以发现

fi =
1

Z
exp (−βEi − λP · Pi − λJ · Ji) (21.1)

七个常数 β, λPx, λPy, λPz, λJx, λJy, λJz 都作为 Lagrange 参数出现同时

它们在理论中也都扮演着完全对称的角色（就像 βµ 在巨正则形式中所

扮演的一样）。

恰当的" 热力学第一定律"（或者我们的形式中的第一假设）就是物

理规律在时空平移和转动下的对称性，以及随之而来的守恒的能量，动

量，和角动量函数。

21.5 破缺的对称性和 Goldstone 定理

如同我们所看到的，热力学系统的熵是一个关于各种坐标的函数，

而能量则是其中突出的一个。能量实际上是在虚拟的时空平移和转动下

的七个守恒量的代表。但是其它独立的变量也是存在的——体积，磁矩，

mole 数，以及其它类似的变量。这些在理论中是如何出现的呢？

统计物理中认定独立变量的标准（回想第1章）是它们是宏观可观测

量。宏观观测的时间与空间分辨能力之低要求热力学变量在原子尺度的

时间和空间上基本与时间无关，并在原子初度的距离上基本是空间均匀

的。能量（以及线性动量和角动量）与时间无关已经通过 Noether 定理

被合理化了。其它变量与时间无关则是基于破缺的对称性和 Goldstone

定理的概念。这些概念最好是通过一些特别的情况来介绍，此处我们特

别关注的是体积。

为了清晰一些，考虑一个晶体。如同我们在16.7节中所看到的，晶体

的振动模式是用波数 k（= 2π/λ，其中 λ 是波长）和角频率 ω(k) 来描

述的。波长很长的模式表现为简单的声波，而在这个区域频率和波数成

正比（ω = ck）（回顾图16.1）. 值得注意的特征是 ω(k) 在 k = 0 的
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时候为零（也就是在 λ→ ∞ 的时候）。因此空间均匀的特殊模式频率为

零。更进一步，如同我们在第1章中看到的（以及问题 21.5-1）, 宏观样

本的体积是和空间均匀的模式的振幅相匹配的。因此体积是一个合格的

与时间无关的热力学坐标。

均匀的模式中没有出现频率并不是侥幸，而是因为它与通常的破缺

的对称性这一概念相关。破缺的对称性的概念可以通过考虑晶体形成的

过程来阐释。假设晶体是固态二氧化碳（“干冰”），并且假设CO2 开始

是气态，并且处于某个较大容器中（大小是“无限”的）。气体被缓慢冷

却。在气-固相变发生的温度，在气体的某点产生了晶核。随后晶核会增

长，直到气压降低到气固共存曲线上（也就是固体的蒸气压）。从对称性

的观点，凝华是一个非常值得注意的过程。对于“无穷多”的气体来说，

系统在连续的平移群的作用下是对称的，但是凝华后的固体对称性会变

低！它只在离散的平移群的作用下是不变的。此外晶体的位置是任意的，

由偶然产生的第一个微观晶核形成所决定。在晶核形成的过程中，系统

对对称性突然自发地变低了，而且它是由于一个不可预知的随机事件导

致的。这个系统的对称性被“破缺了”。

如同 P.W.Anderson 在一篇虽然很早但是意义重大且可读性很好的

论文5中所指出的，宏观科学，比如固体物理或者热力学，由于破缺的对

称性的效应，定性上和“微观”科学是不同的。这里强烈推荐感兴趣的

读者去阅读这篇论文。

在足够高的温度下，系统总是呈现“力学势”的完整对称性（这也就

是 Hamiltonian 或者 Lagrangian 函数的对称性）。虽然确实允许存在具

有更低对称性的态，但是这些态会共同组成集合来一起呈现完整的对称

性。以你气体的微观态确实包括分子间的空隙如同晶体一样的态——实

际上，在微观态中具有类似晶体的间隙的所有不同形式都会被表现出来，

所以气体的状态整体无论如何都并不会保持总体的晶体性。不过，随着

气体温度的降低，分子会选择特定的具有最低能量的类似晶体的间隔，同

时气体会凝华到对应的晶体结构。这是对称性的部分破缺。即使在具有

这种晶体周期性的微观态中，由于初始的晶体可以在任意位置结晶，系

统的可能状态也存在连续的可能性。给定一个可能的晶体位置，同时也

会存在无穷多的具有相同可能性的位置，它们之间仅仅相差不到“晶格

常数”的任意距离。在这些可能性中，所有的能量都是相同的，系统会任

意并且“偶然”地选择一个位置（也就是凝华为晶体的晶核形成中心）。

破缺的对称性的一个重要的推论被阐述为 Goldstone定理6。它声称

任意具有破缺对称性的系统（同时对于原子间相互作用有某些较弱的限

制）都存在一个激发态的谱，并且在波长变得无限大的时候频率趋于零。

5P. W. Anderson, pp 175-182 in Concepts in Solids (W. A. Benjamin Inc., New
York, 1964).

6P. W. Anderson, ibid.
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对于此处讨论的晶体 Goldstone 定理确保了存在一个光子激发谱，

并且它的频率在长波极限下为零。

Goldstone 定理的证明超出了本书的范围，但是它的直观依据可以

方便地用晶体凝华的例子来理解。晶体的振动模式是按照关于时间的正

弦函数振动，它们的频率依赖于原子的质量和由于抵抗原子挤在一起或

者互相远离而产生的回复力。但是在一个波长非常大的模式中，这些原

子在相位上非常接近；而对于一个波长无穷大的模式，这些原子会同步

运动。这种模式并不需要任何原子间作用力的作用。晶体的初始位置是

任意的，以及稍微移动一点位置会具有完全相同的能量这一事实，导致

了无穷大波长的模式并不需要任何回复力的参与。从而长波极限下频率

为零是破缺的对称性的直接后果。在这个情况下显而易见，这个影响深

远且意义重大的定理在广泛的情形下都是正确的，

因此总的来说，体积是由于基于破缺对称新的概念和 Goldstone 定

理的基本对称性原理而成为一个热力学坐标的。

习题

21.5-1

21.6 其它的破缺的对称性的坐标——电矩和磁矩

在前面两节中，我们已经见证了对称性在决定统计物理中几个独立

变量时的作用。我们很快将发现对称性构成统计物理基础的其它方式，但

是这一节和下一节我们会继续研究广延量的性质。或许需要注意的是对

于给定的问题中变量的选择是如何进行的。尽管看起来是无关紧要的一

步，但通常都是解答中最重要的一步。

除了能量和体积，其它常见的广延量是磁矩和电矩。这些同样也是

因为破缺的对称性和 Goldstone 定理而完全与时间无关的。为了确定性

考虑一个晶体，比如HCl。这种物质结晶的时候每一个格点上都有一HCl

分子。每一个氢离子都绕着它各种的Cl 同伴自由运动，因此每一个分子

都贡献一个自由地指向任意空间方向的电偶极矩。在低温下偶极子会变

得有序，都几乎指向一个共同的方向，从而使晶体具有一个净的偶极矩。

净偶极矩的方向是由在冷却到有序温度以下的过程中随机取向的残

留给出的。在这个温度之上晶体会具有更高的对称性；在有序温度以下

它会产生一个唯一的轴——沿着净偶极矩的方向。

在有序温度以下这些偶极一般是沿着一个共同的方向整齐排列的

（但并不严格）。绕着这个方向这些偶极会经历微小的动力学角向震动

（“天平动”），费城像一个钟摆。这些天平动振荡互相耦合，所以天平动

波会在晶体内传播。这些天平动波是 Goldstone 激发。Goldstone 定理
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1 译注：介子不属于轻子，这里

有误

要求波长无穷大的天平动模式频率为零 7。从而晶体的电偶极矩被描述

为一个与时间无关的热力学坐标。

类似地，铁磁晶体可以用产生于电子自旋整齐排列的净磁矩来刻画。

这些自选参与到被称为“自旋波”的集体模式中。如果自旋与晶格的轴

没有耦合（也就是不存在“磁晶各向异性”）自旋波就是 Goldstone 模式

而频率也会在长波极限下为零。在存在磁晶各向异性时 Goldstone 模式

是耦合的光子-自旋波激发。在两种情况下总磁矩都被描述为一个与时间

无关的热力学坐标。

21.7 Mole 数和规范对称性

我们来到了最后一类有代表性的热力学坐标，这里我们用 mole 数

来作为例子。

在物理学的对称原理之中或许最抽象的就是“规范对称性”的概念。

“规范对称性”最具代表性的例子就是电磁学的 Maxwell 方程。这组方

程可以用可观测的电场和磁场书写，但是更方便的表述会引入“标量势”

和“矢量势”。电场和磁场可以通过对这些势求导而得到。不过电势和磁

势不是唯一的。每一个形式上的改变都会导致另一个也做出相应的补偿

性改变，标量和矢量势互相耦合的改变组成了“规范变换”。可观测的电

场和磁场在规范变换下不变这一事实就是电磁理论的“规范对称性”。这

个对称性导致的守恒量就是电荷 8。

基本粒子理论中类似的规范对称性导致了轻子（电子，介子1和其它

静止质量小的粒子）数以及重子（质子，重子，以及其它静止质量大的

例子）数守恒。

对于核嬗变过程发生的足够迅速可以达到核平衡的热恒星内部的热

力学来说，轻子数和重子数会成为合适的如同热力学中广延量的“mole

数”。

在通常的地球环境下的经验中，重子会形成长寿命的集团来组成亚

稳定的原子核。于是认为各种原子（甚至分子）当处于亚稳定平衡中，并

且将原子 mole 数当成恰当的热力学坐标是近似合理的。

21.8 时间反演，微观态的等概率，以及熵原理

我们最终来到了统计物理的精髓——一个孤立系统会在每一个允许

的微观态上花费相同比例的时间这个原理。有了这个原理，就能得出被

7为了清晰性起见，我已经有些过度简化了。这里的讨论忽略了晶体结构甚至在偶极
有序温度之上就已经可能破坏了球对称这一事实。也就是说，给出的讨论会适用于无序
（球对称）的晶体，而不适用于立方晶体。在立方晶体中每个电偶极都会通过“各向异性
能量”与立方晶体结构耦合，同时这种耦合即使在波长无穷大的天平动模式中也会简单
地给出一个回复力。不过在这些环境下天平动和晶体振动会互相耦合成一个混合模式，
而这些耦合的“天平动-振动”模式会再次满足 Goldstone 定理。

8这个结论是量子力学的特有结果。它依赖于量子力学波函数的相位是任意的（“第
二类规范对称性”）这一事实，而两种类型的规范对称性的相互作用导致了电荷守恒。
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2 译注：我们需要提醒读者注意，

这里使用了一条额外的假设，即

各个态间的相位信息丢失了，从

而可以使用概率求和而不是量子

力学中的概率幅求和

占据的微观态的数是在外部限制下运足的最大值，而微观态数的对数也

是最大值（并且是广延的），而如果将熵解释为正比于 lnΩ 的话，熵定

理也是成立的。

系统可允许的微观态可以在一个抽象的多维态空间（回想15.5节）

中描述。在态空间中每一个允许的微观态都用一个离散的点来表示。由

于系统会在允许的态中随机转变，所以就会沿着一条空间中的随机的无

规律轨迹运动。这些转变是由随机的外部扰动保证的，甚至会作用在名

义上“孤立”的系统上（不过其它机制可能在特定的情况下主导——回

想15.1节）。

系统在态空间中的演化是由一组转变的概率所引导的。如果一个系

统恰好在特定的瞬间处于微观态 i 并随后进行到态 j 的转变，转变的概

率（每单位时间）是 fij。转变概率 {fij} 组成了一个在态空间中把态两

两相连的网络。

量子力学的形式确立了，至少在不存在外部磁场时 9

fij = fji (21.2)

也就是说系统从态 i 转变到态 j 的过程和 v 从态 j 转变到态 i 的过程概

率相同。

“精细平衡原理”（方程(21.2)）是从量子力学在时间反演（也就是

在变换 t→ −t′ 下）下相关规律的对称性得到的。

尽管我们仅仅将精细平衡原理作为一个量子力学原理，它在直观上

也是合理的。考虑一个处于微观态 i 的系统，想象一个关于系统动力学

的录像带（一个可以记录系统的微观态的假想的形式上的录像带！）。在

短暂的一瞬间后系统发生了转变成为微观态 j。如果录像带反向播放，系

统会从态 j 开始转变到态 i。从而过去和未来的可交换性，或者物理定

律可时间反演的性质，将转变 i → j 和 j → i 联合起来导出了转变概率

相等(21.2)。

处于平衡态的等概率原理（fi = 1/Ω）来自精细平衡原理（fij = fji）。

为了看出确实如此我们首先注意到 fij 是在系统开始处于态 i 时转变到

态 j 的条件概率。单位时间内这类转变的数目就是 fij 和系统开始处

于态 i 的概率 fi 的乘积。因此单位时间内从态 i 变化而出的总数就是∑
j fifij

2。类似地，单位时间转变为态 i 的总数是
∑

j fjfji。然而平衡

的时候占据第 i 个态的概率 fi 必须是与时间无关的，或者说

dfi
dt

=
∑
j ̸=i

fifij +
∑
j ̸=i

fjfji = 0 (21.3)

9外磁场必须为零的限制可以通过将磁场的源也包含为系统的一部分来解决。在任意
情况下外磁场的存在会使得中间的论述变复杂但是并不影响最终结论，而且我们这里为
了简明起见应该忽略这类场。
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图 21.2: .

在对称性条件 fij = fji 下，方程(21.3)的一般解是对于所有的 i 和 j 都

有 fi = fj。这也就是说，对于任意一组使得 fij = fji 的转变概率 {fij},

条件 fi = 1/Ω 是平衡的条件。

由于系统是在它的微观态中随机转变，某些态会被频繁“历经”（也

就是
∑

j fij）很大，而其它态只会被很少地历经。某些态只要系统一到

历经就会比较持久，而其它的会迅速离开。由于时间反演对称性，这些

很少被历经的态在系统中比较持久。而那些频繁被历经的态则很快就离

开了。由于这些互相补偿的效应，系统在每个态所经历的时间比例是相

同的。

一个处于平衡中的封闭系统所允许的态概率相等是对应的量子力学

定律时间反演对称性所导致的。10

21.9 对称性和完备性

还有一个额外的关于各态的先验概率相等原理的更加微妙的方面。

考虑如图21.2所示的态空间示意图。边界 B 将允许的态（“内部”）和不

允许的态（“外部”）分开。对于边界 B 内的所有态 i 和 j 都有 fij 是对

称的。

现在假设态空间中允许的区域被非常两个子区域（在图21.2中用 A′

和 A′′ 标记）使得对于所有态 i 在 A′ 而态 j 在 A′′ 的 fij 都为零，并且

反之亦然。这种转变概率和时间反演对称（或者精细平衡）是不矛盾的，

但是它不能推出物理上允许的区域 A′ + A′′ 上的概率均一。如果系统开

始处于 A′, 概率密度会从初态散开均匀覆盖区域 A′，但是它不会越过内

部的边界到达区域 A′′。

这种将允许的态分亨不联通的子集的零转移边界的“意外”出现会

10实际上来自更加抽象的“因果律”所要求的更弱的条件 σi(fi, fji) = 0 也足够充分
推导出平衡时 fi = 1/Ω 了。这一事实并不会使得前面的论述不成立。
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导致态空间中允许的区域上的等概率假设不成立。

能够意识到如果态的等概率原理不成立，不同子区域间 fij 为零的

要求有多么难以置信地严格是非常重要的。对于非常小的子区域间的转

移概率并不明显——每一个这种转变概率都必须绝对严格为零。即使只

有一个或几个穿过内部边界的转变概率仅仅是非常小，那么要让概率密

度同时均一地填满 A′ 和 A′′ 区域要花费相当长的时间，但最终总会达到

的。

我们所害怕的可能会削弱等概率这一结论的“意外”看起来会越来

越少出现——除非它不再是意外，而是某些潜在的原理的效应。在量子

物理中古怪意外的出现被排除了，物理学既不神秘也不调皮。如果一个

物理量有一个特定的值，比如说 4.5172 · · · 那么除非存在强制的原因使

得两个量相等，第二个物理量不会具有完全相同的值。能级的简并是一

个最为熟知的例子——当它发生的时候总是会反映出对称性的起源。类

似地，转变概率不会偶然地要求严格为零的值；当它们为零的时候，总

是由于一些潜在的基于对称性的缘故。对称性导致的转变概率为零被称

作“选择定则”。

将态空间分为不相连的区域的选择定则确实存在。它们总是会反映

出对称性的起源并且会要求守恒定理。一个已经非常熟知的例子是由铁

磁系统提供的。系统的态可以通过总角动量的分量来分类。角动量分量

不同的态在转动下的对称性不同，而量子力学的选择定则会禁止这些态

之间的转变。这些选择定则会导致角动量的守恒。

更一般地，态空间可以被细分成不会通过转变概率连通的不相连的

区域。这些区域绝不会是偶然；它们反映了潜在的对称性的起源。每一

个区域都可以根据它的态的对称性做标记——这些标记被称为“群表示

的特征标”。从而这些对称性会给出一个守恒量，可能的取值对应着态空

间中不连通的区域用以区分的标记。

为了使得热力学成立，广延参数的集合必须是完备的。任何守恒量，

比如那些标记了分裂的态空间的，必须被包含进热力学坐标的集合中。

选取某个特定值作为那些守恒量的取值就会将允许的态空间限制到一个

单独的区域上（比如图21.2中的 A′ 或者 A′′。）态的等概率原理只有当认

出所有这种基于对称性的热力学坐标并且囊括进理论之中时才会成立。

有时候导致选择定则的对称性并不明显，而选择定则也没有在发展

中被认识到。那么通常的热力学就会导致和实验矛盾的结论。困惑和惊

讶会驱使人们研究，直到认识到被忽略的对称性原理。这种事情在研究

低温下的氢气的性质时出现过。氢分子两个原子核的自旋可以平行或者

反平行，这两种分子随后被分别命名为“正氢”或者“仲氢”。这两种分

子的对称性完全不同。其中一种情况分子在关于垂直于分子轴的平面的

反射下是对称的，而另一种情况则是在关于分子中心的反演下是对称的。
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因此一条选择定则会阻止一种形式的氢分子变成另外一种。这个毋庸置

疑的选择定则导致了对H2 气体热力学性质的预测的巨大错误。但是当这

条选择定则最终被认识到的时候，困难就迎刃而解了。正氢和仲氢被简

单地当初成两种不同的气体，而描述“氢”的唯一的 mole 数被独立的

mole 数所取代。使用包含了额外的守恒坐标的扩展理论后，理论和实验

就完全吻合了。

有趣的是，人们还发现了对于正H2 仲H2 问题的不同的“操作性的”

解决方法。如果暂时将对于氧气或者水蒸气的关注加到氢气中，性质会

彻底被改变。氧原子是顺磁性的，它们和氢分子的原子核自旋的相互作

用非常强烈，并且它们会破坏产生选择定则的对称性。只要存在非常少的

氧原子，正氢和仲氢就可以互相转化，并且只需要引入唯一的一个 mole

数。原始的热力学的“简单”形式也就成立了。

为了回到一般形式，我们意识到在指定一个系统对应的态空间时必

须考虑到所有的对称性。

随着物理中额外的对称性被发现统计物理的视野也会扩展。或许理

想气体在标准温度和气压下的所有对称性都已经被知道了，但是正氢和

仲氢的情形提醒我们即使在熟悉的情况下也要谦虚。此外热力学还和类

星体，黑洞，中子星，夸克物质和胶子气体有关。这些中的每一个都会

有随机扰动，对称性原理，守恒定律，以及 Goldstone 激发——从而也

就有统计物理。
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A. 常用的偏导数关系
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B. 磁系统

一般而言，物质在磁场中会产生磁矩。为了描述磁性，以及磁性与

其它热学、力学性质的相互作用，需要引入新的广延量。这个新的广延

量 X 与它相应的强度量 P 应该表示出磁功 d̄Wmag：

d̄Wmag = P dX, (B.1)

其中

dU = d̄Q+ d̄WM + d̄Wc + d̄Wmag. (B.2)

d̄Q是传热量 T dS，d̄WM 是机械功（即−P dV），d̄Wc是化学功
∑
µj dNj。

我们利用如下的具体例子找出 X,P 对应的合适的物理量。

考虑如图B.1所示的螺线管，或者说线圈，。假设螺线管电线的电阻

为零（超导）。将一个电动势可以自由调整的电池接在螺线管上，将螺线

管内部视为一个热力学系统，并用绝热壁将螺线管封闭起来。

如果这个热力学系统不发生变换，并且电流 I 恒定，则电池不需要

提供电动势，因为电线是超导的。

设电流 I 造成的系统的磁化强度为M(r)，电流 I 可以通过调节电

动势而任意变化，磁化强度M(r) 也随之改变。假设任意位置 r 的磁化

强度是电流的单值函数：

M(r) = M(r; I). (B.3)

如果系统的M(r, I)并非 I 的单值函数，则称这种系统具有磁滞性 (hys-
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图 B.1: 磁系统示意图

teresis)；大部分铁磁性系统具有磁滞性。磁滞性一般与样品的磁异质性

有关，样品中不同的区域称为磁畴 (domains)。本章的分析内容对铁磁

畴也有效，不过为简明起见，我们不考虑任何磁滞系统，而研究顺磁性、

抗磁性以及反铁磁性的这些M(r; I) 是 I 的单值函数的系统。

如果热力学系统不在螺线管内，则电流 I 会产生磁场（更准确的说

法是磁感应强度）Be(I)，这一外部“磁场”可能是螺线管内部位置的函

数，但它是关于 I 的线性函数，即：

Be = bI, (B.4)

其中 b 是关于位置的向量函数。

如果增大电流，则外磁场 Be 也随之增大，磁矩也随之发生变化。为

了实现这种变化，电池必须做功，下面来寻找做功与 Be,M 的变化之间

的关系。

电池做功的速率为

d̄Wmag
dt

= I × (电压), (B.5)

其中 (电压) 表示螺线管线圈由于发生在线圈内的变化而感应的反电动

势。

螺线管中的感应电动势有两个来源。第一个来源与热力学系统无关，

来自于磁场 Be 通量密度的变化。它对于 d̄Wmag 的贡献可以直接计算，

而不需要计算磁通量与电压。对于一个空的螺线管，这部分功就等于磁
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场能量的变化：

d̄Wmag = d

(
1

2µ0

∫
B2

e dV

)
, (B.6)

其中 µ0 = 4π × 10−7 T · m/A, 积分对整个螺线管区域进行。

第二个对 d̄Wmag 有贡献的是热力学系统自身，因此我们对它更感

兴趣。显然，总的感生电动势可以由系统的所有微小体元磁矩的变化积

分得出，偶极矩的变化产生的感应电动势与偶极矩的性质无关，而只与

磁矩的变化率以及在螺线管中的位置有关。考虑位于 r 处的一个偶极子

微元：小电流线圈的面元为 a，电流为 i，磁矩 m = ia。设螺线管的电

流为 I，螺线管在 r 处产生的磁场为 Be(r) = b(r)I，小电流面元的磁

通量为 ib(r) · aI。因此螺线管与小电流线圈的互感为 b(r) · a。如果小

线圈的电流变化，则在螺线管内诱导的感生电动势为

(电压) = [b(r) · a]di
dt

(B.7)

= b(r) · dm
dt

(B.8)

=
1

I
Be(r) ·

dm

dt
. (B.9)

因此电池做的功为

d̄Wmag
dt

= Be(r) ·
dm

dt
. (B.10)

尽管上式是一种特定的偶极子微元模型的结果，但它对任何元偶极

矩的变化都成立。若M(r) 是磁化强度（即系统在 r 处单位体积的偶极

矩），则磁矩为

m =

∫
M(r) dV. (B.11)

为了得到总功，需要对所有偶极子微元求和，也就是对样品区域进

行积分：

d̄Wmag
dt

=

∫
Be ·

dM

dt
dV. (B.12)

将磁功的上述两部分相加：

d̄Wmag = d

(
1

2µ0

∫
B2

e dV

)
+

∫
(Be · dM) dV. (B.13)

这就是磁系统的热力学所基于的基本结果。

顺便一提，我们注意到差值 H −He 就是磁化强度M(r) 作为静磁
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场源产生的磁场，因此可以引入局域场 H 代替外场 He。可以证明
1：

d̄Wmag =

∫
H · dB dV, (B.14)

其中 H,B 是局域值。不过后面会看到磁功的第一个表达式（(B.13)式）

最为方便。

一般情况下，系统磁化强度M(r)在各点的值不同，即使外场 Be 是

匀强的。磁化强度的不均匀性可能由于系统自身的不均匀性，或者由于

系统边界的退磁效应。我们研究均匀系统，假设外磁场 Be 是均匀的，并

且系统的内部性质是均匀一致的。此外还假设系统的形状是椭球体。这

种系统的磁化强度在各点都相等（参见任何静磁学教材）。

这种情况下，磁功的表达式可以化为

d̄Wmag = d

(
1

2µ0

∫
B2

e dV

)
+Be · dl, (B.15)

其中 l 是系统总体的磁偶极矩：

I =

∫
M dV = MV. (B.16)

因此能量的微分等于

d(能量) = T dS−P dV +d

(
1

2µ0

∫
B2

e dV

)
+Be·dl+

r∑
j=1

µj dNj . (B.17)

上式右侧第三项并非热力学系统自身的变化，而只来自于螺线管区域磁

场的静磁能，因此通常将这一项“吸收”进入能量的定义中。定义内能

U 为：

U ≡ (能量)− 1

2µ0

∫
B2

e dV, (B.18)

so that U is the total energy contained within the solenoid relative to

the state in which the system is removed to its field free fiducial state

and the solenoid is left with the field Be. 这种重新定义的内能对热力学

形式体系没有任何影响。综上可得

dU = T dS − P dV +Be dIB +
r∑

j=1

µj dNj , (B.19)

其中 IB 是 I 沿 Be 方向的分量。

描述系统磁性的广延量是——总磁矩沿外磁场方向的分量 IB，在能

量表象下的强度量是 Be。

1见 V. Heine, Proc. Cambridge Phil. Soc., 52, 546 (1956).
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基本方程为

U = U(S, V, IB, N1, . . . , Nr), (B.20)

以及 (
∂U

∂IB

)
S,V,N1,...,Nr

= Be. (B.21)
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